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ПЕРЕДМОВА

Автори посiбника поставили за мету допомогти студентам у
засвоєннi основних методiв розв’язання задач з фiзики. Розв’я-
зання конкретних фiзичних задач спонукає студентiв до са-
мостiйної творчої роботи, учить аналiзувати явища, виявляти
головнi фактори, нехтувати неважливими деталями. Завдяки
цьому розв’язання задач наближається до моделi наукового
професiйного дослiдження.
Запропонованi задачi охоплюють широкий перелiк роздiлiв

курсу “Експериментальна та теоретична фiзика”, зокрема: “Кi-
нематика поступального руху”, “Динамiка поступального ру-
ху”, “Кiнематика та динамiка обертального руху”, “Робота. Енер-
гiя. Закони збереження”, “Елементи спецiальної теорiї вiдно-
сностi”, “Механiчнi коливання та хвилi”, “ Молекулярна фiзи-
ка”, “Основи термодинамiки”, “Явища переносу”. Пiд час пiд-
готовки цього посiбника було використано задачi з книг [1–3]
та iн. За основу було взято навчальний посiбник [4].
У цьому виданнi суттєво перероблено формулювання деяких

задач, систематизовано розподiл задач за роздiлами, виправле-
но недолiки й помилки, допущенi ранiше. Посiбник доповнено
задачами для повторення шкiльної програми.
Усi роздiли посiбника призначенi для закрiплення на пра-

ктицi теоретичних знань, здобутих студентами на лекцiях. Во-
ни мiстять основнi означення й закони, що зв’язують фiзичнi
величини, якi мають вiдношення до теми роздiлу. Також наве-
дено приклади розв’язання задач. Задачi всiх роздiлiв подiле-
но на варiанти по п’ять задач у кожному. Бiльшiсть роздiлiв
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мiстить по чотири варiанти задач. Вiдповiдi до задач основно-
го курсу подано в кiнцi посiбника, щоб стимулювати студента
самостiйно знайти розв’язок.
Кожний роздiл (крiм останнього) має пiдроздiл, що мiстить

задачi для повторення шкiльної програми. Мета цiєї частини
посiбника — допомогти студентам, що не складали iспитiв з
фiзики пiд час вступу до вузу, самостiйно згадати шкiльний
матерiал, розв’язуючи вiдповiднi задачi.
У кiнцi посiбника, перед вiдповiдями до задач основного

курсу, наведено додаток зi значеннями деяких фiзичних ве-
личин. Крiм того, додаток мiстить деякi формули диференцi-
ального й iнтегрального обчислення.
Пiд час розв’язання задач з механiки автори рекомендують,

якщо iнше не передбачено умовою, для прискорення вiльного
падiння 𝑔 використовувати значення 10 м/с2.
Автори вдячнi викладачам кафедри фiзики Нацiонального

аерокосмiчного унiверситету “ХАI” й особисто завiдувачу ка-
федри А.О.Тарану за зауваження, рекомендацiї й побажання
щодо змiсту й оформлення цього посiбника.
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Роздiл 1

КIНЕМАТИКА ПОСТУПАЛЬНОГО РУХУ

Н
ом

ер

ф
ор
м
ул
и

Формула Назва формули Пояснення

1 2 3 4

1.1 𝑟⃗ = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗⃗ + 𝑧𝑘⃗ Радiус-вектор 𝑖⃗, 𝑗⃗, 𝑘⃗ – орти;
𝑥, 𝑦, 𝑧 – ко-
ординати

1.2 𝑟 =
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 Модуль радiуса-
вектора

1.3 𝑣⃗ =𝑑 𝑟⃗
𝑑 𝑡 ;

𝑣⃗ = 𝑣𝑥𝑖 + 𝑣𝑦𝑗⃗ + 𝑣𝑧𝑘⃗

Вектор швидко-
стi

𝑣𝑥 = 𝑑 𝑥
𝑑 𝑡 , 𝑣𝑦 =

𝑑 𝑦
𝑑 𝑡 ,

𝑣𝑧 =
𝑑 𝑧
𝑑 𝑡

1.4 𝑣 =
√︁

𝑣2𝑥 + 𝑣2𝑦 + 𝑣2𝑧 Модуль вектора
швидкостi

1.5 𝑣 =𝑑𝑠
𝑑𝑡 ,

𝑠 =
𝑡∫︀
0

𝑣(𝑡) 𝑑𝑡

Зв’язок шляху з
модулем векто-
ра швидкостi

1.6 𝑎⃗ =𝑑 𝑣⃗
𝑑 𝑡 = 𝑑2𝑟⃗

𝑑 𝑡2
;

𝑎⃗ = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑎𝑦 𝑗⃗ + 𝑎𝑧 𝑘⃗

Вектор приско-
рення

𝑎𝑥 =
𝑑 𝑣𝑥
𝑑 𝑡 ,

𝑎𝑦 =
𝑑 𝑣𝑦
𝑑 𝑡 ,

𝑎𝑧 =
𝑑 𝑣𝑧
𝑑 𝑡
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1 2 3 4

1.7 𝑎 =
√︁

𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎2𝑧 Модуль вектора
прискорення

1.8 𝑎⃗𝜏 =𝑑𝑣
𝑑𝑡 𝜏⃗ ,

𝑎⃗𝑛 =𝑣2

𝑅 𝑛⃗,

𝑎⃗ = 𝑎⃗𝜏 + 𝑎⃗𝑛,

𝑎 =
√︀

𝑎2𝑛 + 𝑎2𝜏

Тангенцiальна
й нормальна
складовi векто-
ра прискорення

𝜏⃗ – одинич-
ний вектор,
дотичний до
траєкторiї;
𝑛⃗ – одиничний
вектор, нор-
мальний до
траєкторiї; 𝑅 –
радiус кривизни
траєкторiї

1.9 𝑣⃗ = 𝑣⃗(0)+
𝑡∫︀
0

𝑎⃗(𝑡) 𝑑𝑡 Вектор швидко-
стi

1.10 𝑟⃗ = 𝑟⃗(0) +
𝑡∫︀
0

𝑣⃗(𝑡) 𝑑𝑡 Радiус-вектор

Приклад 1.1. Радiус-вектор матерiальної точки задано у
виглядi

𝑟⃗ = 𝑖⃗ 𝐴 cos𝜔𝑡 + 𝑗⃗ 𝐵 sin𝜔𝑡,

де 𝐴, 𝐵 i 𝜔 — сталi величини. Який вигляд має траєкторiя
руху точки. Визначити вектори швидкостi й прискорення та
їхнi модулi, тангенцiальну й нормальну складовi прискорення,
а також радiус кривизни траєкторiї як функцiї часу.

Розв’язання. Порiвнявши рiвняння для заданого радiуса-
вектора iз спiввiдношенням (1.1) таблицi, маємо

𝑥 = 𝐴 cos𝜔𝑡, 𝑦 = 𝐵 sin𝜔𝑡,
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звiдки 𝑥
𝐴 = cos𝜔𝑡, 𝑦

𝐵 = sin𝜔𝑡. Сума квадратiв правих частин
цих спiввiдношень дає одиницю. Лiвi ж частини дадуть рiвня-
ння траєкторiї руху точки

𝑥2

𝐴2
+

𝑦2

𝐵2
= 1.

Траєкторiя руху — елiпс iз центром на початку координат i
пiвосями 𝐴 i 𝐵.
Диференцiюючи радiус-вектор за часом, визначаємо вектор

швидкостi та його модуль:

𝑣⃗ = 𝜔(−⃗𝑖 𝐴 sin𝜔𝑡 + 𝑗⃗ 𝐵 cos𝜔𝑡);

𝑣 = 𝜔
√︀

𝐴2 sin2 𝜔𝑡 +𝐵2 cos2 𝜔𝑡.

Пiсля повторного диференцiювання за часом визначаємо ве-
ктор прискорення та його модуль:

𝑎⃗ = −𝜔2𝑟⃗ = −𝜔2(⃗𝑖 𝐴 cos𝜔𝑡 + 𝑗⃗ 𝐵 sin𝜔𝑡);

𝑎 = 𝜔2 𝑟 = 𝜔2
√︀

𝐴2 cos2 𝜔𝑡 +𝐵2 sin2 𝜔𝑡.

Диференцiювання модуля швидкостi за часом дає величину
вектора тангенцiального прискорення

𝑎𝜏 = 𝜔3(𝐴
2 −𝐵2)

2𝑣
sin 2𝜔𝑡.

Нормальну компоненту прискорення визначаємо за теоре-
мою Пiфагора:

𝑎𝑛 =
√︀

𝑎2 − 𝑎2𝜏 =
𝜔3𝐴𝐵

𝑣
.

Iз формули 𝑎𝑛 = 𝑣2/𝑅 знаходимо радiус кривизни траєкторiї

𝑅 =
𝑣2

𝑎𝑛
=

𝑣3

𝜔𝐴𝐵
.
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Приклад 1.2. Тiло кинуто горизонтально з висоти ℎ зi
швидкiстю 𝑣0. Визначити вектор швидкостi тiла та його радiус-
вектор як функцiї часу.

Розв’язання. Для розв’язання задачi виберемо систему ко-
ординат таким чином, щоб початок вiдлiку був розташований
в основi перпендикуляра, який опущено з точки кидання тiла
на Землю. Напрямляючи вiсь 𝑥 по горизонталi, а вiсь 𝑦 верти-
кально вверх, одержимо як вiдому величину прискорення тiла
𝑎⃗ = −𝑔𝑗⃗, де 𝑔 = 10 м/с2, 𝑗⃗ — одиничний вектор уздовж осi 𝑦.
Початковi умови для координат i компонент швидкостi мають
вигляд 𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = ℎ, 𝑣𝑥(0) = 𝑣0, 𝑣𝑦(0) = 0. Ця задача є
оберненою задачею кiнематики, тому її розв’язують методом
iнтегрування.
Компоненти прискорення визначаються формулами

𝑎𝑥 =
𝑑𝑣𝑥
𝑑𝑡

= 0, 𝑎𝑦 =
𝑑𝑣𝑦
𝑑𝑡

= −𝑔.

Iнтегрування обох частин цих рiвнянь дає

𝑣𝑥 = 𝑣𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑎𝑥 𝑑𝑡 = 𝑣𝑥(0) = 𝑣0, 𝑣𝑦 = 𝑣𝑦(0) +

𝑡∫︁
0

𝑎𝑦 𝑑𝑡 = −𝑔 𝑡.

Таким чином, у вибранiй системi вiдлiку вектор швидкостi
тiла має вигляд

𝑣⃗ = 𝑣0 𝑖⃗− 𝑔 𝑡𝑗.

Щоб визначити координати 𝑥 i 𝑦 як функцiї часу, необхiдно
виконати iнтегрування вiдповiдних компонент швидкостi 𝑣𝑥 i
𝑣𝑦 за часом:

𝑥 = 𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑣𝑥 𝑑𝑡 = 𝑣0 𝑡; 𝑦 = 𝑦(0) +

𝑡∫︁
0

𝑣𝑦 𝑑𝑡 = ℎ− 𝑔𝑡2

2
.

8



Остаточно радiус-вектор тiла має вигляд

𝑟⃗ = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗⃗ = 𝑣0 𝑡 𝑖⃗ +

(︂
ℎ− 𝑔𝑡2

2

)︂
𝑗⃗.

Приклад 1.3. Шлях 𝑠, який проходить тiло, залежить вiд
часу 𝑡 й описується законом

𝑠 = 𝑠0 ln
𝑡 + 𝑡0
𝑡0

,

де 𝑠0 i 𝑡0 — сталi величини в одиницях довжини й часу вiдпо-
вiдно. Знайти модуль вектора швидкостi й тангенцiальне при-
скорення як функцiї часу.

Розв’язання. Використовуючи зв’язок, заданий формулами
(1.5) i (1.8), знаходимо

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
=

𝑠0
𝑡 + 𝑡0

, 𝑎𝜏 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= − 𝑠0

(𝑡 + 𝑡0)
2
.

Приклад 1.4. Модуль вектора швидкостi тiла 𝑣 залежить
вiд пройденого ним шляху 𝑠:

𝑣 = 𝑣0
𝑠0 − 𝑠

𝑠0
,

де 𝑣0 i 𝑠0 — сталi величини в одиницях швидкостi й довжини
вiдповiдно. Визначити швидкiсть тiла й пройдений ним шлях
як функцiї часу. Уважати, що в початковий момент часу шлях
дорiвнює нулю (𝑠(0) = 0).

Розв’язання. Скористаємося означенням модуля швидкостi
через пройдений шлях:

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
⇒ 𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑣0

𝑠0 − 𝑠

𝑠0
.

Щоб розв’язати це рiвняння, необхiдно провести роздiлення
невiдомих, для чого помножимо праву й лiву його частини на
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𝑑𝑡
𝑠−𝑠0

. У результатi отримаємо еквiвалентне рiвняння в дифе-

ренцiалах:
𝑑𝑠

𝑠− 𝑠0
= −𝑣0

𝑠0
𝑑𝑡.

Оскiльки права частина рiвняння залежить лише вiд шляху
𝑠, а лiва — лише вiд часу 𝑡 (усi iншi величини — сталi), то
кожну з них можна зiнтегрувати незалежно:

𝑠∫︁
𝑠(0)

𝑑𝑠

𝑠− 𝑠0
= −

𝑡∫︁
0

𝑣0
𝑠0

𝑑𝑡.

Пiсля iнтегрування, ураховуючи, що 𝑠(0) = 0, отримуємо

ln

(︂
𝑠0 − 𝑠

𝑠0

)︂
= −𝑣0

𝑠0
𝑡.

Розв’язавши це рiвняння вiдносно 𝑠, знаходимо

𝑠 = 𝑠0

(︂
1− exp

(︂
−𝑣0
𝑠0

𝑡

)︂)︂
.

Швидкiсть як функцiю часу визначимо, узявши похiдну вiд
шляху за часом:

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑣0 exp

(︂
−𝑣0
𝑠0
𝑡

)︂
.

Слiд зазначити, що в початковий момент часу тiло мало
швидкiсть 𝑣0, яка з часом експоненцiально зменшується до ну-
ля. При цьому тiло проходить шлях, величина якого наближа-
ється до 𝑠0.

Варiант 1.1

1.1.1. Залежнiсть шляху, пройденого тiлом, вiд часу задано
рiвнянням 𝑠 = −𝐵 𝑡 + 𝐶 𝑡2, де 𝐵 = 3 м/с, 𝐶 = 2 м/с2. Зна-
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йти середню швидкiсть ⟨𝑣⟩ i середнє прискорення ⟨𝑎⟩ тiла для
iнтервалу часу вiд 𝑡1 = 1 с до 𝑡2 = 4 с.

1.1.2. Радiус-вектор матерiальної точки має вигляд
𝑟⃗ = (𝐴 + 𝐵𝑡2)⃗𝑖 + 𝐶𝑡𝑗, де 𝐴 = 10 м, 𝐵 = −5 м/с2, 𝐶 = 10 м/с.
Накреслити траєкторiю руху точки. Визначити вектори швид-
костi 𝑣⃗ i прискорення 𝑎⃗, їхнi модулi 𝑣 i 𝑎, нормальну 𝑎𝑛 i тан-
генцiальну 𝑎𝜏 складовi прискорення, а також радiус кривизни
траєкторiї 𝑅 як функцiї часу.

1.1.3. Вектор швидкостi руху тiла задано рiвнянням
𝑣⃗ = 𝛼𝑖 + 𝛽𝑥𝑗, де 𝛼 та 𝛽 — сталi величини. У початковий
момент часу тiло мало координати 𝑥0 = 𝑦0 = 0. Визначити
радiус-вектор, вектори швидкостi й прискорення тiла як фун-
кцiї часу.

1.1.4. За промiжок часу 𝜏 = 10 с точка пройшла полови-
ну кола радiусом 𝑅 = 1 м. Визначити середню швидкiсть ⟨𝑣⟩,
модуль середнього вектора швидкостi |⟨𝑣⃗⟩|, модуль середнього
вектора повного прискорення |⟨⃗𝑎⟩|. Рух точки вважати рiвно-
мiрним.

1.1.5. Швидкiсть тiла, яке рухається за iнерцiєю у в’яз-
кому середовищi, змiнюється зi спливанням часу за законом
𝑣 = 𝑣0 𝑒

−𝜈𝑡, де 𝑣0 — початкова швидкiсть, 𝜈 — стала величина.
Знайти залежностi шляху й прискорення тiла вiд часу. Побу-
дувати графiки функцiй 𝑣(𝑡) i 𝑠(𝑡). Прийняти, що в початковий
момент часу 𝑠0 = 0.

Варiант 1.2

1.2.1. Залежнiсть шляху, пройденого тiлом, вiд часу опи-
сується рiвнянням 𝑠 = 𝐵𝑡 + 𝐶𝑡2, де 𝐵 = 2 м/с, 𝐶 = 1 м/с2.
Визначити середню швидкiсть й середнє прискорення тiла за
десять секунд (𝑡𝑓 = 10 с) його руху.

1.2.2. Залежнiсть радiуса-вектора частинки вiд часу задано
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законом 𝑟⃗ = 3𝑡2⃗𝑖 + 2𝑡𝑗 + 𝑘⃗. Визначити вектори швидкостi 𝑣⃗ i
прискорення 𝑎⃗, їхнi модулi 𝑣 i 𝑎, нормальну 𝑎𝑛 i тангенцiальну
𝑎𝜏 складовi прискорення, а також радiус кривизни траєкторiї
𝑅 як функцiї часу.

1.2.3. Вектор швидкостi частинки 𝑣⃗ = 𝑖⃗+2𝑡𝑗 +3𝑡2𝑘⃗. Визна-
чити вектор прискорення та його модуль, вектор перемiщення
та його модуль за першi двi секунди (𝑡𝑓 = 2 c) руху частинки.

1.2.4. Точка рухається по дузi кола радiусом 𝑅. Залежнiсть
швидкостi її руху 𝑣 вiд пройденого шляху 𝑠 задано рiвнянням
𝑣 = 𝑘

√
𝑠, де 𝑘 — стала. Визначити залежностi 𝑠(𝑡), 𝑣(𝑡) та 𝑎(𝑡),

приймаючи шлях у початковий момент часу таким, що дорiв-
нює нулю. Знайти кут 𝛼 мiж вектором повного прискорення й
вектором швидкостi залежно вiд часу 𝑡.

1.2.5. Точка рухається в площинi так, що її нормальна й тан-
генцiальна складовi прискорення вiдповiдно дорiвнюють
𝑎𝑛 = 2 cos 𝜋𝑡, 𝑎𝜏 = 2 sin 𝜋𝑡. Ураховуючи, що в початковий
момент часу шлях 𝑠(0) i швидкiсть 𝑣(0) дорiвнюють нулю, ви-
значити як функцiї часу шлях, швидкiсть i радiус кривизни
траєкторiї.

Варiант 1.3

1.3.1. Залежнiсть шляху 𝑠, пройденого тiлом, вiд часу за-
дано рiвнянням 𝑠 = 𝐴 + 𝐵𝑡 + 𝐶𝑡2 + 𝐷𝑡3, де 𝐶 = 0.14 м/с2,
𝐷 = 0.01 м/с3. Через який час 𝑡𝑓 пiсля початку руху тiло ма-
тиме прискорення 𝑎𝑓 = 1 м/с2? Знайти середнє прискорення
на цьому промiжку часу.

1.3.2. Радiус-вектор тiла задано у виглядi
𝑟⃗ = 2 cos𝜔𝑡 𝑖⃗ + 2 sin𝜔𝑡 𝑗⃗, 𝜔 = const. Який вигляд має траєкто-
рiя руху тiла? Визначити вектори швидкостi 𝑣⃗ i прискорення
𝑎⃗, їхнi модулi 𝑣 та 𝑎, нормальну 𝑎𝑛 i тангенцiальну 𝑎𝜏 складовi
прискорення, а також радiус кривизни траєкторiї 𝑅 як функцiї
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часу.
1.3.3. Вектор швидкостi руху задано рiвнянням

𝑣⃗ = 2 𝑡 𝑖⃗ + 3 𝑡2 𝑗⃗ + 4 𝑡3 𝑘⃗. Визначити радiус-вектор тiла як фун-
кцiю часу, ураховуючи, що 𝑥(0) = 𝑦(0) = 𝑧(0) = 0. Знайти мо-
дуль вектора перемiщення |Δ𝑟⃗|, здiйсненого тiлом до моменту
часу 𝑡1 = 2 c.
1.3.4. Знайти шлях i швидкiсть руху тiла як функцiї часу,

якщо його прискорення 𝑎 = 𝑑𝑣
𝑑𝑡 = −𝑟𝑣, де 𝑟 — стала величина,

𝑣 — швидкiсть тiла, 𝑠(0) = 0, 𝑣(0) = 𝑣0.
1.3.5. Компоненти вектора швидкостi руху тiла змiнюються

за законами
𝑣𝑥 = 𝑣0 cos𝜔𝑡, 𝑣𝑦 = 𝑣0 sin𝜔𝑡,

де 𝑣0 i 𝜔 — константи. Визначити вектори й модулi швидкостi
та прискорення, а також кут 𝛼 мiж векторами 𝑎⃗ i 𝑣⃗.

Варiант 1.4

1.4.1. Частинка в момент 𝑡0 = 0 вийшла з початку коорди-
нат i далi рухалася прямолiнiйно таким чином, що її швидкiсть
змiнювалася зi спливанням часу за законом

𝑣 = 𝑣0

(︂
1− 𝑡

𝜏

)︂
,

де 𝑣0 i 𝜏 — сталi величини. Визначити для руху частинки шлях
i прискорення як функцiї часу.
1.4.2. Радiус-вектор частинки задано рiвнянням

𝑟⃗ = 3 𝑡2 𝑖⃗ + 4 𝑡2 𝑗⃗ + 7 𝑘⃗.

Визначити вектори швидкостi 𝑣⃗ i прискорення 𝑎⃗, їхнi модулi
𝑣 та 𝑎, нормальну 𝑎𝑛 i тангенцiальну 𝑎𝜏 складовi прискорення
як функцiї часу. Знайти шлях, який пройде частинка за десять
секунд (𝑡𝑓 = 10 с).
1.4.3. Тiло кинуто горизонтально з висоти ℎ зi швидкiстю

𝑣0. Визначити радiус-вектор 𝑟⃗, вектори швидкостi 𝑣⃗ i приско-
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рення 𝑎⃗, їхнi модулi 𝑣 i 𝑎, нормальну 𝑎𝑛 i тангенцiальну 𝑎𝜏
складовi прискорення та радiус кривизни траєкторiї як фун-
кцiї часу.
1.4.4. Частинка рухається прямолiнiйно. Залежнiсть швид-

костi її руху вiд шляху пiдпорядкована закону 𝑣 = 𝑘
√
𝑠, де

𝑘 — стала величина. Ураховуючи, що в початковий момент
часу 𝑠(0) = 0, визначити швидкiсть i прискорення частинки
як функцiї часу, а також середню швидкiсть частинки за час,
протягом якого вона пройде шлях 𝑠1 з моменту початку руху.
1.4.5. Точка рухається по площинi так, що її тангенцiальне

прискорення 𝑎𝜏 = 𝑐, а нормальне прискорення 𝑎𝑛 = 𝑏 𝑡4 (𝑐 i
𝑏 — сталi величини). У момент часу 𝑡 = 0 точка перебувала у
станi спокою. Визначити радiус кривизни траєкторiї 𝑅 i повне
прискорення 𝑎 як функцiї пройденого шляху 𝑠. Прийняти, що
при 𝑡 = 0 шлях дорiвнює нулю.

Задачi для повторення шкiльної програми

1.Ш.1. Мiж двома пунктами, розташованими на протиле-
жних берегах рiчки на вiдстанi 100 км один вiд одного, курсує
катер. Катер проходить цю вiдстань за течiєю за чотири годи-
ни, а проти течiї — за десять годин. Визначити швидкiсть 𝑣1
течiї рiчки та швидкiсть 𝑣2 катера вiдносно води.

Вiдповiдь: 𝑣1 = 7.5 км/год; 𝑣2 = 17.5 км/год.
1.Ш.2. Спортсмен перепливає рiчку шириною 𝑑. Пiд яким

кутом до течiї вiн повинен пливти, щоб потрапити на проти-
лежний берег за найкоротший час? Де вiн у цьому випадку
пристане до берега i яку вiдстань 𝑠 пропливе, якщо швидкiсть
течiї 𝑣1, а швидкiсть спортсмена вiдносно води 𝑣2?

Вiдповiдь: 𝛼 = 90∘; 𝑠1 =
𝑣1
𝑣2
𝑑 ; 𝑠 =

√
𝑣2
1
+𝑣2

2
𝑣2

𝑑.

1.Ш.3. На дистанцiї довжиною 𝑠 = 1500 м одночасно стар-
тують два бiгуни. Бiгун А пробiг першу половину шляху зi
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швидкiстю 𝑣1 = 4 м/с, а другу – зi швидкiстю 𝑣2 = 6 м/с.
Бiгун В бiг першу половину часу, витраченого на подолання
всiєї дистанцiї, зi швидкiстю 𝑣1 = 4 м/с, а другу – зi швидкiстю
𝑣2 = 6 м/с. Який з бiгунiв фiнiшує першим? На яку вiдстань
вiн обжене другого бiгуна?

Вiдповiдь: першим фiнiшує бiгун В; Δ𝑠 = 75 м.
1.Ш.4. Рух матерiальних точок задано такими рiвняння-

ми: а) 𝑥1 = 10𝑡 + 0.4𝑡2; б) 𝑥2 = 2𝑡 − 𝑡2. Написати залежностi
𝑣𝑥 = 𝑣𝑥(𝑡) для кожної точки; побудувати графiки цих залежно-
стей, визначити вид руху в кожному випадку.

Вiдповiдь: а) 𝑣1𝑥 = 10 + 0.8𝑡, прискорений; б) 𝑣2𝑥 = 2 − 2𝑡,
сповiльнений спочатку, але прискорений пiсля першої секунди.
1.Ш.5. Вiдстань мiж двома станцiями поїзд проїхав за 20

хвилин (𝑡 = 20 хв) iз середньою швидкiстю 𝑣𝑐 = 72 км/год.
Загальна тривалiсть рiвномiрних розгону й гальмування ста-
новить 𝑡1 = 4 хв, а решту часу поїзд рухався рiвномiрно. Яку
швидкiсть 𝑣 мав поїзд пiд час рiвномiрного руху?

Вiдповiдь: 𝑣 =
2𝑣𝑐𝑡
2𝑡−𝑡1

= 80 км/год.

1.Ш.6. Гальмiвний шлях автомобiля, що рухається зi швид-
кiстю 𝑣1 = 15 км/год, становить 𝑠1 = 1.5 м. Визначити гальмiв-
ний шлях 𝑠2 цього автомобiля, якщо вiн рухатиметься зi швид-
кiстю 𝑣2 = 90 км/год. Прискорення в обох випадках однакове.

Вiдповiдь: 𝑠2 = 54 м.
1.Ш.7. Тiло кинули вертикально вверх з початковою швид-

кiстю 𝑣01 = 40 м/с. Одночасно з найвищої точки, якої може
досягти перше тiло, вертикально вниз кинули друге тiло зi
швидкiстю 𝑣02 = 40 м/с. На якiй висотi зустрiнуться тiла? Якi
швидкостi вони матимуть?

Вiдповiдь: ℎ = 35 м, 𝑣1 = 30 м/с, 𝑣2 = 50 м/с.
1.Ш.8. Протягом якого часу i з якої висоти падало тiло,

якщо за останнi двi секунди воно пролетiло 60 м? Для обчи-
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слень взяти 𝑔 = 10 м/с2.
Вiдповiдь: 𝑡 = 4 с, ℎ = 80 м.
1.Ш.9. Вiдстань мiж двома зупинками моторний човен про-

ходить за течiєю рiчки за 10 хв, а проти течiї — за 30 хв. За
який час цю вiдстань пропливе рятувальний круг, що упав у
воду?

Вiдповiдь: 𝑡3 = 30 хв.
1.Ш.10. Вiдстань вiд пункту А до пункту В автомобiль про-

їхав зi швидкiстю 𝑣1 = 60 км/год, а назад повертався зi швид-
кiстю 𝑣2 = 20 км/год. Яка середня швидкiсть автомобiля?

Вiдповiдь: 𝑣𝑐 = 30 км/год.
1.Ш.11. Рух двох мотоциклiстiв задано рiвняннями

𝑥1 = 15 + 𝑡2 i 𝑥2 = 8𝑡. Описати рух кожного мотоциклiста,
визначити час i мiсце їх зустрiчi.

Вiдповiдь: 𝑡1 = 3 с, 𝑡2 = 5 с; 𝑥′
1
= 24 м, 𝑥′

2
= 40 м.

1.Ш.12. Кабiна лiфта спочатку рiвноприскорено пiднiма-
ється вверх протягом 4 с, досягаючи швидкостi 4 м/с. Далi
вона рухається рiвномiрно протягом 8 с, а останнi 3 с сповiль-
нює хiд до повної зупинки. Побудувати графiки залежностей
швидкостi й прискорення лiфта вiд часу. Визначити перемiще-
ння лiфта за весь час руху.

Вiдповiдь: 𝑠 = 46 м.
1.Ш.13. Тiло скинули з висоти ℎ1 = 10 м. У той самий

момент друге тiло кинули з висоти ℎ2 = 20 м вертикально
вниз, надавши йому певної швидкостi. Тiла впали на землю
одночасно. Визначити початкову швидкiсть другого тiла.

Вiдповiдь: 𝑣02 = 7 м/с.
1.Ш.14. Тiло, що вiльно падає, проходить останню третину

свого шляху за 1.1 с. Знайти висоту, з якої падало тiло, i весь
час падiння. Для обчислень взяти 𝑔 = 10 м/с2.

Вiдповiдь: 𝐻 = 180 м, 𝑡 = 6 с.
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Роздiл 2

ДИНАМIКА ПОСТУПАЛЬНОГО РУХУ

Н
ом

ер

ф
ор
м
ул
и

Формула Назва формули Пояснення

1 2 3 4

2.1 𝑝 = 𝑚𝑣⃗ Iмпульс тiла (мате-

рiальної точки)

𝑣⃗ – швидкiсть;

𝑚 – маса

2.2 𝑑𝑝
𝑑𝑡= 𝐹

Σ
Другий закон

Ньютона в унiвер-

сальнiй формi

𝐹
Σ

– рiвнодiйна

сил, що дiють на

точку

2.3 𝑚𝑑2𝑟⃗
𝑑𝑡2

= 𝑚𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡=

= 𝑚𝑎⃗ = 𝐹
Σ

Другий закон

Ньютона в ди-

ференцiальнiй

формi

𝑟⃗ – радiус-вектор

матерiальної

точки

2.4 𝑀
𝑑𝑉⃗

𝐶
𝑑𝑡 = 𝐹

Σ
Теорема про рух

центра мас систе-

ми матерiальних

точок

𝑀 – загальна маса

системи

2.5 𝑅⃗
𝐶
=

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑟⃗𝑖𝑚𝑖

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖

Радiус-вектор цен-

тра мас

𝑟⃗
𝑖

– радiуси-век-

тори складових

системи
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1 2 3 4

2.6 𝑉⃗
𝐶
=

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑣⃗𝑖𝑚𝑖

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖

=
𝑝
Σ
𝑀 Швидкiсть центра

мас системи 𝑁 ма-

терiальних точок

𝑣⃗
𝑖
i 𝑚

𝑖
– вiдповiдно

швидкостi й маси

складових систе-

ми; 𝑝
Σ
– загальний

iмпульс системи

2.7 𝐹 = 𝑚𝑔⃗ Сила тяжiння 𝑔⃗ – прискорення

вiльного падiння

2.8 𝐹
𝐴
= −𝑔⃗𝜌𝑉 Виштовхувальна

сила (закон Архi-

меда)

𝜌 – густина рiди-

ни (газу); 𝑉 – об’єм

витiсненої рiдини

2.9 𝐹 = −𝑘𝑥⃗ Сила пружної вза-

ємодiї (закон Гука)

𝑘 – коэфiцiєнт

пружностi; 𝑥 –

подовження

2.10 𝐹12 = −𝐺
𝑚1𝑚2
𝑟2
12

𝑟⃗12
𝑟12

Сила гравiтацiйної

взаємодiї (закон

всесвiтнього

тяжiння)

𝐺 – гравiтацiйна

стала; 𝑚
1
i 𝑚

2
–

маси тiл; 𝑟⃗
12
– ра-

дiус вектор дру-

гого тiла вiдносно

першого

2.11 𝐹 = 𝑃𝑆 Сила тиску 𝑃 – тиск; 𝑆 – пло-

ща поверхнi

2.12 𝐹 = 𝑇 Сила натягу нитки Дiє вздовж нитки

2.13 𝐹 = 𝑁 Сила реакцiї опори Перпендикулярна

до поверхнi

зiткнення
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1 2 3 4

2.14 𝐹 = 𝜇𝑁 Сила тертя ковзан-

ня

Дiє в напрямку,

протилежному на-

прямку руху; 𝜇 –

коефiцiєнт тертя

2.15 𝐹р = 𝑢𝑑𝑚𝑑𝑡 Реактивна сила 𝑢 – вiдносна швид-

кiсть витiкання

газiв

2.16 𝐹 = 𝑞𝐸⃗ Сила електричної

взаємодiї

𝑞 – заряд; 𝐸⃗ – ве-

ктор напруженостi

електричного поля

2.17 𝐹 = 𝑞𝑣⃗ × 𝐵⃗ Сила магнiтної

взаємодiї

𝐵⃗ – вектор магнi-

тної iндукцiї

Приклад 2.1. На тiло дiє сила

𝐹 = 𝐹0

(︃
3

(︂
𝑡

𝜏

)︂2

𝑖⃗ + 5

(︂
𝑡

𝜏

)︂4

𝑗⃗

)︃
,

де 𝐹0 = 5 Н, 𝜏 = 1 с. Визначити змiну вектора iмпульсу тiла
за промiжок часу 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏 .

Розв’язання. Використавши другий закон Ньютона в дифе-
ренцiальнiй формi, маємо

𝑑𝑝 = 𝐹 𝑑𝑡.

Для визначення змiни iмпульсу за скiнченний вiдрiзок часу
необхiдно зiнтегрувати останнє рiвняння, пiдставивши в нього
залежностi сили вiд часу:

Δ𝑝 =

𝜏∫︁
0

𝐹0

(︃
3

(︂
𝑡

𝜏

)︂2

𝑖⃗ + 5

(︂
𝑡

𝜏

)︂4

𝑗⃗

)︃
𝑑𝑡 = 𝐹0𝜏 (⃗𝑖 + 𝑗⃗).
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Пiсля пiдстановки числових значень маємо
Δ𝑝 = 5 (⃗𝑖 + 𝑗⃗) — змiну iмпульсу тiла, кг·м/с.
Приклад 2.2. Автомобiль рушає з мiсця стоянки й руха-

ється пiд дiєю сталої сили тяги двигуна 𝐹0. Ураховуючи, що
загальна сила опору пропорцiйна швидкостi (𝐹𝑜𝑛 = −𝛼𝑣⃗, де
𝛼 — стала величина, кг/с), визначити швидкiсть автомобiля
як функцiю часу та його граничну швидкiсть.

Розв’язання. Основне рiвняння динамiки руху для автомо-
бiля має вигляд

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝐹0 − 𝛼𝑣,

звiдки
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝛼

𝑚

(︂
𝑣 − 𝐹0

𝛼

)︂
.

Щоб розв’язати це диференцiальне рiвняння, необхiдно про-
вести роздiлення змiнних. Для цього помножимо праву й лiву
його частини на 𝑑𝑡 i подiлимо на 𝑣−𝐹0

𝛼 . Як результат одержимо
рiвнозначне рiвняння

𝑑𝑣

𝑣 − 𝐹0
𝛼

= −𝛼

𝑚
𝑑𝑡,

кожна частина якого залежить лише вiд однiєї невiдомої. От-
же, кожна з цих частин може бути зiнтегрована незалежно
одна вiд одної:

𝑣∫︁
0

𝑑𝑣

𝑣 − 𝐹0
𝛼

= −
𝑡∫︁

0

𝛼

𝑚
𝑑𝑡.

Пiсля iнтегрування маємо

ln

(︃
𝐹0
𝛼 − 𝑣
𝐹0
𝛼

)︃
= −𝛼𝑡

𝑚
.
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Пiсля потенцiювання остаточно отримуємо рiвняння для швид-
костi автомобiля як функцiї часу:

𝑣 =
𝐹0

𝛼

(︂
1− exp

(︂
−𝛼 𝑡

𝑚

)︂)︂
.

Граничну швидкiсть автомобiля визначаємо при 𝑡 → ∞:

𝑣∞ =
𝐹0

𝛼
.

Останнiй вираз узгоджується з розв’язком основного рiвня-
ння руху автомобiля, в якому праву частину прирiвняно до 0.
(При виходi на граничну швидкiсть змiна швидкостi (приско-
рення) прямує до нуля.)
Приклад 2.3. На тiло одиничної маси, яке перебуває в спо-

кої й знаходиться на початку координат, у нульовий момент
часу починає дiяти сила, вектор якої залежить вiд часу вiд-
повiдно до закону 𝐹 = 2 𝑖⃗ + 6𝑡 𝑗⃗. Визначити вигляд траєкторiї
руху тiла.

Розв’язання. Оскiльки маса тiла𝑚 = 1, то основне рiвняння
динамiки його руху в компонентах має вигляд

𝑑𝑣𝑥
𝑑𝑡

= 2,
𝑑𝑣𝑦
𝑑𝑡

= 6𝑡.

Iнтегруючи цi рiвняння, одержуємо

𝑣𝑥 = 𝑣𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

2 𝑑𝑡, 𝑣𝑦 = 𝑣𝑦(0) +

𝑡∫︁
0

6𝑡 𝑑𝑡.

Оскiльки в початковий момент часу тiло було в станi спо-
кою, то 𝑣𝑥(0) = 𝑣𝑦(0) = 0, звiдки

𝑣𝑥 = 2 𝑡, 𝑣𝑦 = 3 𝑡2.

Для визначення залежностi координат тiла вiд часу скори-
стаємося означенням компонент швидкостi:

𝑣𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2 𝑡, 𝑣𝑦 =

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 3 𝑡2.
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Зiнтегрувавши цi рiвняння, маємо

𝑥 = 𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

2 𝑡 𝑑𝑡, 𝑦 = 𝑦(0) +

𝑡∫︁
0

3 𝑡2 𝑑𝑡.

Згiдно з умовою спочатку тiло знаходилося на початку ко-
ординат, отже, 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0. Як результат маємо

𝑥 = 𝑡2, 𝑦 = 𝑡3.

Цi спiввiдношення задають траєкторiю руху тiла в параме-
тричному виглядi. Виразивши з першого рiвняння параметр
𝑡 через координату 𝑥 (𝑡 =

√
𝑥) i пiдставивши його в друге,

отримаємо рiвняння траєкторiї в декартових координатах:

𝑦 = 𝑥3/2.

Варiант 2.1

2.1.1. На тiло масою 𝑚, яке лежить на рiвнiй горизонталь-
нiй площинi, у момент 𝑡0 = 0 почала дiяти сила, яка залежить
вiд часу: 𝐹 = 𝑘𝑡, де 𝑘 — стала величина. Напрям цiєї сили i
лiнiя горизонту утворюють весь час кут 𝛼. Знайти швидкiсть
тiла в момент вiдриву вiд площини та шлях, який пройшло
тiло до цього моменту.
2.1.2. При русi парашутиста у повiтрi силу опору можна

вважати заданою у виглядi 𝐹𝑜𝑛 = −𝛼𝑣⃗, де 𝛼 = const, 𝑣 —
швидкiсть. Уважаючи, що в момент розкриття парашута по-
чаткова швидкiсть руху парашутиста дорiвнює нулю, а його
маса 𝑚, визначити швидкiсть парашутиста та шлях як фун-
кцiї часу. Знайти швидкiсть усталеного руху.
2.1.3. На горизонтальнiй площинi з коефiцiєнтом тертя 𝜇

лежить тiло масою 𝑚. У момент часу 𝑡 = 0 до нього при-
клали горизонтальну силу, яка залежить вiд часу: 𝐹 = 𝑏𝑡, де
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𝑏 = const. Визначити шлях, який пройшло тiло за першi 𝑡 се-
кунд дiї цiєї сили.

2.1.4. Вектор сили задано у виглядi 𝐹 = 4𝑡3⃗𝑖 + 2𝑡𝑗. Ви-
значити змiну iмпульсу пiд дiєю цiєї сили за промiжок часу
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏 .

2.1.5. Знайти положення центра мас системи Земля – Мi-
сяць. Середня вiдстань мiж Землею й Мiсяцем
𝐿

𝑀𝑚
= 3.84 · 105 км, маса Землi 𝑀 = 5.96 · 1024 кг, маса Мiсяця

𝑚 = 7.3 · 1022 кг.

Варiант 2.2

2.2.1. Знайти модуль i вектор сили, яка дiє на частинку
масою 𝑚 пiд час її руху в площинi 𝑥𝑦 за законом 𝑥 = 𝐴 sin𝜔𝑡,
𝑦 = 𝐵 cos𝜔𝑡, де 𝐴, 𝐵, 𝜔 — сталi величини.

2.2.2. Кульку масою 𝑚 розташовано у високiй посудинi з
деякою рiдиною й вiдпущено без поштовху. Густина кульки
в 𝑛 разiв бiльша за густину рiдини. Пiд час руху кульки ви-
никає сила опору середовища, пропорцiйна швидкостi руху:
𝐹 = −𝑟𝑣⃗. Визначити швидкiсть кульки як функцiю часу.

2.2.3. На тiло масою 𝑚, яке рiвномiрно рухалося вздовж осi
𝑥 зi швидкiстю 𝑣0𝑥 = 𝑣0, у деякiй момент часу почала дiяти
сила 𝐹 = 𝑏 𝑡 𝑗⃗, де 𝑏 = const. Уважаючи, що в цей момент тi-
ло знаходилося в точцi 𝑥0=𝑦0=0, записати рiвняння траєкторiї
руху тiла в площинi 𝑥𝑦.

2.2.4. На частинку, яка перебувала в спокої, у момент часу
𝑡0 = 0 почала дiяти сила 𝐹 = 𝐹0 sin

𝜋𝑡
𝜏 , де 𝐹0 — сталий вектор,

𝜏 — час дiї сили. Визначити iмпульс частинки пiсля закiнчення
дiї сили.

2.2.5. Посерединi невагомого стрижня довжиною 2𝑙 розмi-
щено невелику кульку масою 𝑚, на його кiнцях — кульки з
масами 2𝑚 i 3𝑚. Визначити положення центра мас цiєї систе-
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ми вiдносно її геометричного центра.

Варiант 2.3

2.3.1. Маленькiй шайбi, розмiщенiй на верхнiй гранi клина
(кут нахилу до горизонту 𝛼) на вiдстанi ℎ вiд ребра, у поча-
тковий момент часу надали швидкостi 𝑣0 паралельно до ребра
клина. Нехтуючи тертям, визначити траєкторiю руху шайби в
площинi клина. Уважати, що 𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = ℎ.
2.3.2. Човен пiд парусом розвив швидкiсть 𝑣0, а потiм парус

було спущено. Уважаючи, що сила опору руху човна пропор-
цiйна швидкостi 𝐹 = −𝑟𝑣⃗, де 𝑟 = const, визначити швидкiсть
руху човна й пройдений шлях як функцiї часу.
2.3.3. Вектор сили задано у виглядi 𝐹 = 6 𝑡 𝑖⃗+2 𝑗⃗. Для тiла

одиничної маси визначити траєкторiю руху при початкових
умовах 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0, 𝑣𝑥(0) = 𝑣𝑦(0) = 0.

2.3.4. Тiло масою𝑚 кинуто пiд кутом до лiнiї горизонту. Пiд
час руху тiла по траєкторiї мiж точками А i В змiна iмпульсу
за модулем становить |Δ𝑝 |. Визначити час польоту тiла мiж
точками А i В.
2.3.5. Густина тонкого стрижня довжиною 𝑙 лiнiйно збiль-

шується зi збiльшенням вiдстанi вiд одного з його кiнцiв:
𝜌 = 𝜌0(1 +

𝑥
𝑙 ). Визначити положення центра мас стрижня.

Варiант 2.4

2.4.1. Тiло кинуто з висоти ℎ iз початковою швидкiстю 𝑣0,
напрямленою пiд кутом 𝛼 до лiнiї горизонту. Нехтуючи опором
повiтря, записати рiвняння траєкторiї руху тiла.
2.4.2. На тiло масою 𝑚, яке рухається прямолiнiйно з по-

стiйною швидкiстю 𝑣0, у деякий момент часу в напрямку руху
починає дiяти сила 𝐹 = 𝛼/2𝑣, де 𝛼 = const, 𝑣 — миттєва швид-
кiсть тiла. Визначити залежнiсть мiж швидкiстю тiла i часом.
2.4.3. Матерiальна точка масою 𝑚 починає рухатися в мо-
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мент часу 𝑡0 = 0 пiд дiєю сили 𝐹 = 𝐹0 sin𝜔𝑡, де 𝐹0 i 𝜔 —
сталi величини. Визначити шлях, який проходить матерiальна
точка, залежно вiд часу.
2.4.4. Шнур довжиною 𝑙 покладено на горизонтальну до-

шку одним кiнцем через отвiр у дошцi так, що частина шнура,
яка звисає, має довжину 𝑙0. У початковий момент часу шнур
вiдпускають, i вiн починає ковзати по дошцi. Нехтуючи тер-
тям, визначити, з якою швидкiстю зiсковзне з дошки кiнець
шнура.
2.4.5. Визначити положення центра мас однорiдного конуса

висотою 𝐻.

Задачi для повторення шкiльної програми

2.Ш.1. Рух матерiальної точки описується рiвнянням
𝑥 = 5 − 8𝑡 + 4𝑡2. Уважаючи, що маса точки дорiвнює 2 кг,
визначити її iмпульс через 2 с i 4 с пiсля початку вiдлiку часу,
а також силу, що зумовила це змiнення iмпульсу.

Вiдповiдь: 𝑝1 = 16 кг·м/с; 𝑝2 = 48 кг·м/с; 𝐹 = 16 Н.
2.Ш.2. Тепловоз масою 100 т тягне два вагони, кожен з яких

має масу 50 т, з прискоренням 0.1 м/с2. Визначити силу тяги
тепловоза й силу натягу зчепiв, якщо коефiцiєнт опору руховi
дорiвнює 0.006.

Вiдповiдь: 𝐹
T
= 32 кН, 𝐹

H1
= 16 кН, 𝐹

H2
= 8 кН.

2.Ш.3. Визначити силу натягу троса лiфта масою 500 кг на
початку i в кiнцi пiдйому, якщо прискорення в обох випадках
становить 2 м/с2. Для обчислень взяти 𝑔 = 10 м/с2.

Вiдповiдь: 𝐹
H1

= 6 кН, 𝐹
H2

= 4 кН.
2.Ш.4. Вантаж масою 𝑚 за допомогою нитки, перекинутої

через невагомий блок, тягне по похилiй площинi вантаж такої
самої маси. Визначити прискорення, з яким рухаються ван-
тажi, якщо похила площина утворює з лiнiєю горизонту кут
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𝛼 = 30∘, а коефiцiєнт тертя 𝜇 = 0.05.

Вiдповiдь: 𝑎 = 2.2 м/с2.

2.Ш.5. До кiнцiв нитки, перекинутої через нерухомий блок,
пiдвiшено два тiла масою 𝑚1 = 1 кг i 𝑚2 = 2 кг. З яким
прискоренням рухаються тiла i з якою силою при цьому натя-
гуватиметься нитка? З яким прискоренням рухатиметься тiло
масою 𝑚1 = 1 кг, якщо до другого кiнця нитки замiсть пiд-
вiшеного тiла масою 𝑚2 = 2 кг прикласти силу 𝐹 = 20 Н?
Масою блока й тертям знехтувати.

Вiдповiдь: 𝑎1 = 𝑔/3, 𝐹
H
= 13 H, 𝑎2 = 𝑔.

2.Ш.6.Двi пружини однакової довжини, якi скрiплено одни-
ми кiнцями, розтягують за вiльнi кiнцi руками. Пружина жорс-
ткiстю 100 Н/м подовжилася на 5 см. Яка жорсткiсть другої
пружини, якщо вона подовжилася на 1 см?

Вiдповiдь: 𝑘 = 0.5 кН/м.

2.Ш.7. Снаряд, що летiв у горизонтальному напрямi зi швид-
кiстю 𝑣 = 700 м/с, розiрвався на двi частини масами 𝑚1 = 3 кг
i 𝑚2 = 5 кг. Напрям руху бiльшого куска залишився пi-
сля вибуху горизонтальним, а його швидкiсть збiльшилася до
𝑣2 = 1200 м/с. Визначити швидкiсть меншої частини й кут мiж
напрямами руху частин.

Вiдповiдь: 𝑣1 = 133.3 м/с, 𝛼 = 𝜋.

2.Ш.8. Порожнiй вантажний автомобiль масою 4 т почав
рухатися з прискоренням 0.3 м/с2. Якою має бути маса ван-
тажу, щоб автомобiль, маючи таку саму силу тяги, рушав з
мiсця з прискоренням 0.2 м/с2?

Вiдповiдь: 𝑚в = 2 т.

2.Ш.9.На гладкiй горизонтальнiй поверхнi лежать три зв’я-
заних ниткою тiла з однаковими масами 𝑚 = 1 кг. На перше
тiло дiє сила 𝐹 = 9 Н, напрямлена горизонтально. Знайти при-
скорення, з яким рухатиметься система цих тiл, а також натяг
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кожної з ниток. Тертя не враховувати.
Вiдповiдь: 𝑎 = 3 м/с2, 𝐹12 = 6 Н, 𝐹23 = 3 Н.
2.Ш.10. На вершинi похилої площини, що утворює з лiнi-

єю горизонту кут 𝛼 = 30∘, закрiплено блок, через який пере-
кинуто нерозтяжну нитку. До одного кiнця нитки прив’язано
вантаж масою 𝑚1 = 6 кг, який лежить на похилiй площинi.
До другого кiнця нитки пiдвiшено вантаж масою 𝑚2 = 5 кг.
З яким прискоренням рухається ця система тiл i чому дорiв-
нює натяг ниток, якщо коефiцiєнт ковзання вантажу 𝑚1 по
площинi становить 𝜇 = 0.3?

Вiдповiдь: 𝑎 ≈ 0.4 м/с2, 𝐹
H
= 47 Н.

2.Ш.11.Лiфт спускається з прискоренням |𝑎| = 3 м/с2. Зна-
йти силу тиску вантажу масою 𝑚 = 50 кг на пiдлогу лiфта.

Вiдповiдь: 𝐹
T
= 350 Н.

2.Ш.12. Двi гирi масою 𝑚1 = 5 кг i 𝑚2 = 3 кг висять на
кiнцях нитки, перекинутої через легкий блок, причому легша
гиря знаходиться на ℎ = 10 см нижче вiд масивнiшої. Через
який час гирi будуть на однiй висотi, якщо надати гирям мо-
жливoстi рухатися пiд дiєю сили тяжiння?

Вiдповiдь: 𝑡 ≈ 0.2 с.
2.Ш.13. Визначити подовження буксирного троса, жорс-

ткiсть якого 100 кН/м, пiд час буксирування автомобiля масою
2 т з прискоренням 0.5 м/с2. Тертям знехтувати.

Вiдповiдь: Δ𝑥 = 1 см.
2.Ш.14. Човен масою 𝑚1 = 140 кг стоїть нерухомо в стоя-

чiй водi. Людина масою 𝑚2 = 60 кг, що знаходиться в човнi,
переходить з носа на корму. При цьому човен змiстився на вiд-
станьΔ𝑠 = 1.2 м. Визначити довжину човна, нехтуючи опором
води.

Вiдповiдь: 𝑙 = 4 м.
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Роздiл 3

КIНЕМАТИКА Й ДИНАМIКА ОБЕРТАЛЬНОГО
РУХУ

Н
ом

ер

ф
ор
м
ул
и

Формула Назва формули Пояснення

1 2 3 4

3.1 𝜔⃗ =
𝑑𝜙⃗
𝑑𝑡 Миттєва кутова

швидкiсть

𝑑𝜙⃗ – елементарний

кут повороту

3.2 𝜀⃗ =𝑑𝜔⃗
𝑑𝑡 Кутове прискорен-

ня

Похiдна кутової

швидкостi за

часом

3.3 𝜈 =𝑁
𝑡 Частота рiвномiр-

ного обертання

𝑁 – повна кiль-

кiсть обертiв за час

𝑡

3.4 𝑇 = 𝑡
𝑁=1

𝜈 Перiод рiвномiр-

ного обертання

3.5 𝑠 = 𝜙𝑅 Шлях, пройдений

точкою по дузi ко-

ла

𝜙 – кут поворо-

ту в радiанах;

𝑅 – радiус кола

3.6 𝑣 = 𝜔𝑅 Модуль лiнiйної

швидкостi точки

𝜔 – кутова швид-

кiсть; 𝑅 – радiус

траєкторiї
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1 2 3 4

3.7 𝑣⃗ = 𝜔⃗ × 𝑟⃗ Вектор лiнiйної

швидкостi

𝑟⃗ – радiус-вектор

точки, проведений

вiд осi обертання

3.8 𝑎𝜏 =
𝑑𝑣
𝑑𝑡= 𝜀𝑅 Модуль вектора

тангенцiального

прискорення точки

𝜀 – кутове при-

скорення

3.9 𝑎⃗𝜏 = 𝜀⃗× 𝑟⃗ Вектор тангенцi-

ального прискоре-

ння

3.10 𝑎𝑛 = 𝜔2𝑅 = 𝑣2

𝑅 Модуль вектора

нормального

прискорення

3.11 𝜔⃗ = const, 𝜀⃗ = 0,
𝜙 = 𝜙0 + 𝜔𝑡

Кiнематичнi рiвня-

ння рiвномiрного

обертання

𝜙
0
– кут повороту

в початковий мо-

мент часу

3.12 𝜀⃗ = const,
𝜙 = 𝜙0 + 𝜔0𝑡 +

1
2𝜀𝑡

2,
𝜔 = 𝜔0 + 𝜀𝑡

Кiнематичнi

рiвняння рiвно-

прискореного

обертання

𝜔
0
– початкова ку-

това швидкiсть

3.13 𝜙 = 𝜙0 +
𝑡∫︀

𝑡0

𝜔(𝑡) 𝑑𝑡,

𝜔 = 𝜔0 +
𝑡∫︀

𝑡0

𝜀(𝑡) 𝑑𝑡

Загальнi кiнема-

тичнi рiвняння

обертального руху

тiла (𝜀 ̸= const)
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1 2 3 4

3.14 𝑀⃗ = 𝑟⃗ × 𝐹 ,

𝑀 = 𝐹𝑟 sin𝛼

Вектор моменту

сили та його

модуль

𝐹 – вектор сили;

𝑟⃗ – радiус-вектор

точки; 𝛼 – кут

мiж 𝐹 i 𝑟⃗

3.15 𝐽 = 𝑚𝑟2 Момент iнерцiї ма-

терiальної точки

𝑚 – маса мате-

рiальної точки;

𝑟 – вiдстань вiд

осi обертання до

точки

3.16 𝐽 =
∑︀

𝑚
𝑖
𝑟2
𝑖

Момент iнерцiї

системи матерi-

альних точок

3.17 𝐽𝑧 =
∫︀
𝑚

𝑟2 𝑑𝑚 =

=
∫︀
𝑉

𝜌𝑟2 𝑑𝑉

Момент iнерцiї аб-

солютно твердого

тiла вiдносно осi 𝑧

𝜌 – густина тiла;

𝑑𝑉 – елементарний

об’єм

3.18 а) 𝐽𝑧 =
1
12𝑚𝑙2;

б) 𝐽𝑧 =
1
3𝑚𝑙2

Момент iнерцiї

однорiдного тон-

кого стрижня

вiдносно осi, яка

є перпендикуляр-

ною до нього й

проходить через:

а) центр мас;

б) кiнець

𝑚 – маса стри-

жня; 𝑙 – довжина

стрижня
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3.19 𝐽𝑧 = 𝑚𝑅2 Момент iнерцiї

тонкого кiльця

вiдносно осi, яка

проходить через

його центр пер-

пендикулярно до

площини кiльця

𝑚 – маса кiльця;

𝑅 – радiус кiльця

3.20 𝐽𝑧 =
1
2𝑚𝑅2 Момент iнерцiї

круглого однорi-

дного цилiндра

вiдносно його осi

симетрiї

𝑚 – маса цилiн-

дра; 𝑅 – радiус

цилiндра

3.21 𝐽𝑧 =
2
5𝑚𝑅2 Момент iнерцiї

однорiдної кулi

вiдносно осi, що

проходить через її

центр

𝑚 – маса кулi; 𝑅 –

радiус кулi

3.22 𝐿⃗ = 𝑟⃗ × 𝑝 Вектор моменту

iмпульсу матерi-

альної точки

𝑝 – iмпульс матерi-

альної точки; 𝑟⃗ – її

радiус-вектор

3.23 𝐿𝜔 = 𝐽𝜔𝜔 Момент iмпульсу

твердого тiла

вiдносно осi

обертання

𝐽𝜔 – момент

iнерцiї вiдносно

осi обертання;

𝜔 – кутова швид-

кiсть
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1 2 3 4

3.24 𝐽
O
= 𝐽

C
+𝑚𝑎2 Момент iнерцiї

тiла вiдносно

деякої осi (теоре-

ма Штейнера)

𝐽
C
– момент iнерцiї

тiла вiдносно осi,

яка є паралельною

до вибраної й про-

ходить через центр

мас тiла; 𝑚 – маса

тiла; 𝑎 – вiдстань

мiж осями

3.25 𝑑𝐿⃗
𝑑𝑡= 𝑀⃗ Рiвняння моментiв

3.26 𝐽𝜔𝜀 = 𝑀𝜔 Основне рiвняння

динамiки обер-

тального руху

вiдносно нерухомої

осi

𝑀𝜔 – момент сили

вiдносно осi обер-

тання; 𝜀 – кутове

прискорення

Приклад 3.1.Маховик, що обертається зi сталою частотою
𝜈0 = 10 Гц, пiд час гальмування почав обертатися рiвноспо-
вiльнено. Коли гальмування закiнчилось, обертання маховика
знову стало рiвномiрним, але вже з частотою 𝜈 = 6 Гц. Об-
числити кутове прискорення 𝜀 маховика й час гальмування
𝑡, якщо вiдомо, що протягом дiї гальмiвного зусилля маховик
здiйснив 50 обертiв (𝑁 = 50).

Розв’язання. Кутова швидкiсть 𝜔 маховика, що обертається
рiвносповiльнено з кутовим прискоренням 𝜀, залежить вiд часу
𝑡:

𝜔 = 𝜔0 − 𝜀𝑡,

де 𝜔0 — кутова швидкiсть у початковий момент часу.
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Кут повороту маховика 𝜙 пiд час такого руху визначається
рiвнянням

𝜙 = 𝜔0𝑡−
𝜀𝑡2

2
.

Виключаючи час з цих спiввiдношень, можна виразити ку-
тове прискорення через кут повороту й початкове та кiнцеве
значення кутової швидкостi:

𝜀 =
𝜔2

0
− 𝜔2

2𝜙
.

Оскiльки 𝜙 = 2𝜋𝑁 , 𝜔 = 2𝜋𝜈, то

𝜀 =
𝜋(𝜈2

0
− 𝜈2)

𝑁
.

Тривалiсть гальмування визначимо з першої формули, ви-
користовуючи отриманi формули для кутового прискорення:

𝑡 =
𝜔0 − 𝜔

𝜀
= (𝜔0 − 𝜔)

2𝜙

𝜔2
0
− 𝜔2

=
2𝜙

𝜔 + 𝜔0

=
2𝑁

𝜈 + 𝜈0
.

Пiдставивши числовi значення 𝜈, 𝜈0 𝑁 i виконавши обчисле-
ння, маємо

𝜀 = 4.02 рад/c2, 𝑡 = 6.25 с.

Приклад 3.2. Вал у виглядi однорiдного цилiндра масою
𝑚1 = 10 кг надiто на горизонтальну вiсь. На цилiндр на-
кручено нитку, до вiльного кiнця якої пiдвiшено гирю масою
𝑚2 = 2.5 кг. З яким прискоренням опускатиметься гиря, якщо
її вiдпустити?

Розв’язання. У цiй задачi поступальний рух гирi й оберталь-
ний рух вала зв’язанi мiж собою. Вiдповiдно до другого закону
Ньютона прискорення гирi 𝑎 визначають сили, що дiють на неї.
На гирю дiють сила тяжiння 𝑚2𝑔 i сила натягу нитки 𝑇 , отже,

𝑚2𝑎 = 𝑚2𝑔 − 𝑇.
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Прискорення гирi 𝑎 дорiвнює тангенцiальному прискоренню
𝑎𝜏 точок на цилiндричнiй поверхнi вала i зв’язане з кутовим
прискоренням вала спiввiдношенням

𝑎 = 𝑎𝜏 = 𝜀𝑅 ⇒ 𝜀 =
𝑎

𝑅
,

де 𝑅 – радiус вала.
Вiдповiдно до основного закону динамiки обертального руху

кутове прискорення вала 𝜀 визначається обертальним момен-
том 𝑀 сил, що на нього дiють, та його моментом iнерцiї 𝐽 .
Лише сила натягу нитки 𝑇 створює обертальний момент вала
𝑀 = 𝑇𝑅. Для суцiльного однорiдного цилiндра момент iнерцiї
𝐽 = 𝑚1𝑅

2/2. Отже,
𝐽𝜀 = 𝑀.

Пiдставляємо в останнє рiвняння вирази для 𝑀 , 𝐽 та 𝜀:

𝑚1𝑅
2

2

𝑎

𝑅
= 𝑇𝑅 → 𝑚1𝑎

2
= 𝑇.

Останнiй вираз для 𝑇 пiдставимо в перше рiвняння й одер-
жимо рiвняння з однiєю невiдомою 𝑎:

𝑚2𝑎 = 𝑚2𝑔 −
𝑚1𝑎

2
.

Розв’язавши це рiвняння вiдносно прискорення 𝑎, отримує-
мо

𝑎 = 𝑔
2𝑚2

2𝑚2 +𝑚1

.

Пiсля пiдстановки числових значень остаточно маємо
𝑎 = 𝑔/3 ≈ 3.3 м/с2.

Варiант 3.1

3.1.1. Маховик почав обертатися рiвноприскорено, через 10
секунд (Δ𝑡 = 10 с) мав частоту обертання 𝜈 = 300 хв−1. Ви-
значити кутове прискорення 𝜀 й кiлькiсть обертiв 𝑁 , якi вiн
здiйснив протягом цього часу.
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3.1.2. Обертання диска радiусом 𝑅 = 20 см описується рiв-
нянням 𝜙 = 𝐵 𝑡 + 𝐶 𝑡3, де 𝐵 = −1 рад/с, 𝐶 = 0.1 рад/с3.
Визначити тангенцiальне 𝑎𝜏 , нормальне 𝑎𝑛 i повне прискорен-
ня точок на ободi диска в момент часу 𝑡 = 5 с.

3.1.3. Пiд час обертання махового колеса його кутове при-
скорення змiнюється за законом 𝜀 = 𝑎− 𝑏𝜔, де
𝑎, 𝑏 ̸= 0 — сталi величини. Якою буде кутова швидкiсть ма-
ховика через 𝑡 секунд пiсля початку гальмування, якщо перед
гальмуванням вона дорiвнювала 𝜔0?

3.1.4. Яку силу треба прикласти до земної кулi, щоб зупи-
нити її обертання за час 𝑇 = 24 год? Землю вважати одно-
рiдною суцiльною кулею радiусом 𝑅3 = 6.37 · 106 м i масою
𝑀3 = 5.98 · 1024 кг.
3.1.5. Куля й суцiльний цилiндр, рухаючись з однаковою

швидкiстю, котяться вгору по похилiй площинi. Яке з цих тiл
пiднiметься вище? Знайти вiдношення висот пiдняття тiл.

Варiант 3.2

3.2.1. Велосипедне колесо обертається з частотою 𝜈0 = 5 Гц.
Пiд дiєю сили тертя воно зупинилося через час 𝑡 = 1 хв.
Уважаючи обертання колеса рiвносповiльненим, знайти куто-
ве прискорення 𝜀 й кiлькiсть обертiв 𝑁 , здiйснених колесом
протягом цього часу.

3.2.2. На барабан радiусом 𝑅 = 0.5 м накручено нитку, до
кiнця якої пiдвiшено гирю масою 𝑚 = 1 кг. Визначити момент
iнерцiї барабана, якщо вiдомо, що гиря за час 𝑡 = 2 с опускає-
ться на висоту два метри (ℎ = 2 м).

3.2.3. Ротор двигуна низького тиску (ТРДД – турбореактив-
ний двоконтурний двигун) обертається з частотою 𝜈 = 104 хв−1.
Час зупинки двигуна 𝜏 (час з моменту припинення подачi па-
лива в двигун до його повної зупинки) становить 50 с. Уважаю-
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чи, що момент сили тертя не залежить вiд швидкостi обертан-
ня, i нехтуючи iншими моментами, визначити, яку потужнiсть
𝑃 розвиває двигун, якщо момент iнерцiї ротора 𝐽 = 18 кг·м2.
3.2.4. По горизонтальному столу може котитися без ковза-

ння цилiндр масою 𝑚, на який намотано нитку. До вiльного
кiнця нитки, перекинутої через легкий блок, пiдвiшено ван-
таж з такою самою масою. Системi надано можливiсть дiяти
самостiйно. Знайти прискорення вантажу й силу тертя мiж
цилiндром i столом. Задачу розв’язати для суцiльного й поро-
жнистого цилiндрiв.
3.2.5. Суцiльний однорiдний диск радiусом 𝑅 = 10 см, який

має початкову кутову швидкiсть 𝜔0 = 50 рад/с, обертається
вiдносно своєї осi симетрiї. Диск кладуть основою на горизон-
тальну поверхню. Скiльки обертiв буде здiйснено диском до
його зупинки, якщо коефiцiєнт тертя мiж диском i горизон-
тальною площиною 𝜇 = 0.1 не залежить вiд кутової швидкостi
обертання диска?

Варiант 3.3

3.3.1. Кут повороту колеса радiусом 𝑅 = 5 cм змiнюється зi
спливанням часу за законом

𝜙 = 𝐴 +𝐵 𝑡 + 𝐶 𝑡2 +𝐷 𝑡3,

де 𝐷 = 1 рад/c3. Для точок на ободi колеса знайти змiну тан-
генцiального прискорення Δ𝑎𝜏 за кожну секунду.
3.3.2. Колесо дiаметром 𝐷 обертається таким чином, що

лiнiйна швидкiсть точок на його ободi як функцiя часу 𝑡 має
вигляд

𝑣 = 𝑣0
𝜏 2

(𝑡 + 𝜏 )2
.

Знайти кутову швидкiсть 𝜔 i кутове прискорення 𝜀, а та-
кож кут повороту 𝜙 (уважаючи, що в початковий момент вiн
дорiвнює 0) як функцiї часу.
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3.3.3. Маховик з рiвномiрно розподiленою масою 𝑚 = 6 кг i
дiаметром 𝐷 = 10 см вiльно обертається навколо горизонталь-
ної осi, яка проходить через його центр. Частота обертання
𝜈0 = 840 хв−1. Маховик починає гальмувати i зупиняється че-
рез час Δ𝑡 = 15 c. Знайти гальмiвний момент i кiлькiсть обер-
тiв, якi здiйснює маховик до повної зупинки.
3.3.4. Однорiдна куля масою 𝑚 i радiусом 𝑅 обертається

навколо осi, яка проходить через її центр. Рiвняння обертання
кулi має вигляд

𝜙 = 𝐵

(︂
1− exp

(︂
− 𝑡

𝜏

)︂)︂
.

Знайти як функцiю часу момент сили 𝑀 , що дiє на кулю.
3.3.5. Вал масою 𝑚 = 50 кг i дiаметром 𝐷 = 10 cм оберта-

ється з частотою 𝜈0 = 16 Гц. До бокової поверхнi вала прити-
снуто колодку з силою 𝐹 = 31.4 H, пiд дiєю якої вал зупинився
через час 𝜏 = 10 c. Визначити коефiцiєнт тертя 𝜇.

Варiант 3.4

3.4.1. Диск обертається з кутовим прискоренням
𝜀 = −2 рад/𝑐2. Скiльки обертiв 𝑁 здiйснив диск при змiненнi
частоти обертання вiд 𝜈1 = 240 хв−1 до 𝜈2 = 90 хв−1? Знайти
час Δ𝑡, протягом якого це вiдбулося.
3.4.2. Маховик дiаметром 𝐷 обертається навколо своєї осi.

При цьому рiвняння залежностi кута повороту маховика вiд
часу має вигляд

𝜙 = 𝐴 +𝐵 𝑡2 + 𝐶 𝑡3.
Знайти кутову швидкiсть 𝜔 i кутове прискорення 𝜀 обер-

тання маховика, а також лiнiйну швидкiсть i тангенцiальне
прискорення точок на ободi маховика.
3.4.3. Через блок у виглядi диска масою 𝑚 = 50 г пере-

кинуто тонку гнучку нитку, до кiнцiв якої пiдвiшено вантажi
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масами 𝑚1 = 100 г i 𝑚2 = 75 г. З яким прискоренням будуть
рухатися вантажi, якщо дати системi дiяти самостiйно?

3.4.4. Порiвняти прискорення, з якими будуть котитися без
ковзання по похилiй площинi два цилiндри, один з яких поро-
жнистий, а iнший — однорiдний суцiльний. Чи залежить вiдно-
шення прискорень цилiндрiв вiд їхнiх геометричних розмiрiв?

3.4.5. Куля масою 𝑚 = 5 г летить зi швидкiстю 𝑣 = 200 м/с
i натикається на виступ нерухомого зубчастого колеса, момент
iнерцiї якого 𝐽 = 0.2 кг·м2. Вiдстань вiд точки попадання кулi
до осi обертання 𝑅 = 30 см. Уважаючи зiткнення непружним,
визначити кутову швидкiсть колеса 𝜔, з якою воно почне обер-
татися. Куля рухалася в площинi обертання колеса.

Задачi для повторення шкiльної програми

3.Ш.1.Швидкiсть точок робочої поверхнi наждачного кру-
га, який має дiаметр 300 мм, не повинна перевищувати 35 м/с.
Чи можна насадити цей круг на вал електродвигуна, що здiй-
снює 1400 обертiв за хвилину?

Вiдповiдь: так.

3.Ш.2. Кругла пилка має дiаметр 600 мм. На вiсь пилки на-
саджено шкiв дiаметром 300 мм, який приводиться в обертання
за допомогою пасової передачi вiд шкiва дiаметром 120 мм, на-
садженого на вал електродвигуна. Яка швидкiсть зубцiв пил-
ки, якщо вал електродвигуна здiйснює 1200 обертiв за хвили-
ну?

Вiдповiдь: 𝑣 = 15 м/с.

3.Ш.3. Якщо радiус колової орбiти штучного супутника
Землi збiльшити в чотири рази, то перiод його обертання збiль-
шиться у вiсiм разiв. Як i в скiльки разiв змiниться швидкiсть
руху супутника на орбiтi?

Вiдповiдь: зменшиться вдвiчi.
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3.Ш.4. Двi матерiальнi точки рухаються по колах радiу-
сами 𝑅1 i 𝑅2, причому 𝑅1 = 2𝑅2. Порiвняти їхнi доцентровi
прискорення у таких випадках: а) швидкостi однаковi; б) пе-
рiоди обертання точок однаковi.

Вiдповiдь: а) 1:2; б) 2:1.

3.Ш.5. Хлопчик кинув горизонтально м’яч з вiкна, розта-
шованого на висотi 20 м. Протягом якого часу м’яч летiв до
землi i з якою швидкiстю його було кинуто, якщо вiн упав на
вiдстанi 6 м вiд фундаменту будинку? Для обчислень взяти
𝑔 = 10 м/с2.

Вiдповiдь: 𝑡 = 2 с, 𝑣0 = 3 м/с.

3.Ш.6. Тiло кинуто з висоти ℎ над поверхнею землi зi швид-
кiстю 𝑣0 пiд кутом 𝛼 до лiнiї горизонту. Знайти: 1) максималь-
ну висоту пiдняття над поверхнею землi 𝐻; 2) час польоту 𝑡;
3) горизонтальну дальнiсть польоту 𝑠; 4) швидкiсть тiла 𝑣 у
момент удару об землю.

Вiдповiдь: 1) 𝐻 =
𝑣2
0
sin2 𝛼

2𝑔 + ℎ; 2) 𝑡 =
𝑣0 sin𝛼

𝑔 +
√︁

2𝐻
𝑔 ;

3) 𝑠 = 𝑣0𝑡 cos𝛼; 4) 𝑣 =
√︁

𝑣2
0
+ 2𝑔ℎ.

3.Ш.7. Якими мають бути радiус колової орбiти штучного
супутника та його лiнiйна швидкiсть, щоб перiод обертання
супутника був таким самим, як i Землi?

Вiдповiдь: 𝑅 = 42 000 км; 𝑣 = 3.1 км/c.

3.Ш.8. Лiтак виходить з пiкiрування, описуючи у верти-
кальнiй площинi дугу кола радiусом 800 м i маючи в нижнiй то-
чцi швидкiсть 200 м/с. Якого перевантаження зазнає льотчик
у нижнiй точцi траєкторiї? Для обчислень взяти 𝑔 = 10 м/с2.

Вiдповiдь: 6.

3.Ш.9. Тiло лежить на поверхнi диска, що обертається в
горизонтальнiй площинi, на вiдстанi 𝑅 = 4 см вiд осi оберта-
ння. Коефiцiєнт тертя мiж поверхнями тiла й диска 𝜇 = 0.2.
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При якiй кутовiй швидкостi обертання тiло почне сповзати з
диска?

Вiдповiдь: 𝜔 >
√︀

𝜇𝑔/𝑅.
3.Ш.10. Радiус робочого колеса гiдротурбiни у вiсiм разiв

бiльший, а частота обертання у 40 разiв менша, нiж тi самi
параметри парової турбiни. Порiвняти швидкостi й доцентровi
прискорення точок обода колiс турбiн.

Вiдповiдь: 𝑣1 : 𝑣2 = 1 : 5; 𝑎1 : 𝑎2 = 1 : 200.
3.Ш.11. Хлопчик стрибає у воду з крутого берега заввишки

3.2 м, маючи пiсля розбiгу горизонтально напрямлену швид-
кiсть, яка дорiвнює 6 м/с. Якими будуть швидкiсть руху хло-
пчика й кут мiж вектором швидкостi й поверхнею води в мо-
мент часу, коли хлопчик торкнеться води?

Вiдповiдь: 𝑣 = 10 м/с; 𝛼 = arcsin 0.8.
3.Ш.12. Яку початкову швидкiсть футболiст має надати

м’ячу пiд час виконання одинадцятиметрового штрафного уда-
ру, щоб м’яч попав пiд верхню перекладину футбольних ворiт?
Початкова швидкiсть м’яча напрямлена пiд кутом 𝛼 = 45∘ до
лiнiї горизонту, висота ворiт ℎ = 2.44 м.

Вiдповiдь: 𝑣0 ≈ 12 м/с.
3.Ш.13. Супутник рухається навколо планети, що має фор-

му сфери, на висотi ℎ = 0.12 𝑅 (𝑅 — радiус планети) над її по-
верхнею. Визначити середню густину речовини планети, якщо
перiод обертання супутника 𝑇 = 1.5 год?

Вiдповiдь: 𝜌 = 3𝜋
𝐺𝑇 2

(︀
1 + ℎ

𝑅

)︀3 ≈ 6.81 · 103 кг/м3.
3.Ш.14. На екваторi деякої планети тiло важить удвiчi мен-

ше, нiж на полюсi. Густина речовини планети 𝜌 = 3 г/см3.
Знайти перiод обертання планети навколо своєї осi.

Вiдповiдь: 𝑇 =
√︁

6𝜋
𝐺𝜌 ≈ 9703 с = 2 год 41 хв 43 c.
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Роздiл 4

РОБОТА. ЕНЕРГIЯ. ЗАКОНИ ЗБЕРЕЖЕННЯ

Н
ом

ер
ф
ор
м
ул
и

Формула Назва формули Пояснення

1 2 3 4

4.1 𝛿𝐴 = 𝐹 (𝑟⃗) · 𝑑𝑟⃗ Елементарна
механiчна робо-
та

𝐹 – вектор си-
ли; 𝑑𝑟⃗ – вектор
елементарного
перемiщення

4.2 𝐴 =
∫︀
𝐿

𝐹 (𝑟⃗) · 𝑑𝑟⃗ Робота при
перемiщеннi
вздовж кри-
волiнiйної
траєкторiї

𝐿 – траєкторiя,
уздовж якої
вiдбувається
перемiщення

4.3 𝐴 = 𝐹 𝑠 cos𝛼 Робота сталої
сили при пря-
молiнiйному
русi тiла

𝑠 – шлях, прой-
дений тiлом;
𝛼 – кут мiж
напрямком
дiї сили й
перемiщенням

4.4 𝑃 =𝛿𝐴
𝑑𝑡= 𝐹 · 𝑣⃗ Потужнiсть 𝛿𝐴 – робота,

виконана про-
тягом часу
𝑑𝑡
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1 2 3 4

4.5 𝐸
𝐾
=𝑚𝑣2

2 =
𝑝2

2𝑚 Кiнетична
енергiя по-
ступального
руху

𝑚, 𝑣, 𝑝 – ма-
са, швидкiсть та
iмпульс тiла

4.6 𝑈 =𝑘𝑥2

2 Потенцiальна
енергiя де-
формованого
тiла

𝑥 – деформацiя;
𝑘 – коефiцiєнт
пружностi

4.7 𝑈 = −𝐺
𝑚1𝑚2

𝑟 Потенцiальна
енергiя гравiта-
цiйної взаємодiї
двох матерiаль-
них точок

𝑚1, 𝑚2 – маси
тiл, що взаємо-
дiють; 𝑟 – вiд-
стань мiж тiла-
ми; 𝐺 – гравiта-
цiйна стала

4.8 𝑈 = 𝑚𝑔ℎ Потенцiальна
енергiя тiла
в полi сили
тяжiння

ℎ – висота тiла
над поверхнею;
𝑚 – маса тiла

4.9 𝐹 = −grad𝑈 =

= −∇𝑈 =

= −
(︁
𝜕𝑈
𝜕𝑥 𝑖⃗+

𝜕𝑈
𝜕𝑦 𝑗⃗ +

𝜕𝑈
𝜕𝑧 𝑘⃗
)︁

Зв’язок сили з
потенцiальною
енергiєю

𝑖⃗, 𝑗⃗, 𝑘⃗ – орти

4.10 𝐹 = −𝑑𝑈
𝑑𝑟

𝑟⃗
𝑟 Зв’язок цен-

тральної сили з
її потенцiалом
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1 2 3 4

4.11 𝐸 = 𝐸
𝐾
+𝑈 = const Закон збереже-

ння механiчної
енергiї

𝐸 – повна ме-
ханiчна енергiя;
𝐸

𝐾
– кiнетична

енергiя; 𝑈 –
потенцiальна
енергiя

4.12 𝛿𝐴 = 𝑀⃗ · 𝑑𝜙⃗ Елементарна
робота при
обертальному
русi

𝑀⃗ – момент си-
ли; 𝑑𝜙⃗ – еле-
ментарний кут
повороту

4.13 𝐸
𝐾
= 𝐽𝜔2

2 Кiнетична енер-
гiя тiла, що
обертається

𝐽 – момент iнер-
цiї тiла вiдно-
сно осi оберта-
ння; 𝜔 – ку-
това швидкiсть
обертання

Приклад 4.1. Снаряд, який летiв горизонтально на висотi
𝐻 = 40 м зi швидкiстю 𝑣 = 100 м/с, розiрвався на двi рiвнi
частини. Одна частина через час 𝑡 = 1 с падає на землю точно
пiд мiсцем розриву. Визначити швидкостi руху частин снаряду
вiдразу пiсля вибуху.

Розв’язання. Рух першої частини снаряда пiсля вибуху —
це падiння з початковою швидкiстю 𝑢1, напрямленою верти-
кально вниз. Отже, якщо знехтувати опором повiтря, то час 𝑡
i висота падiння 𝐻 цiєї частини будуть зв’язанi рiвнянням

𝐻 = 𝑢1𝑡 +
𝑔𝑡2

2
⇒ 𝑢1 =

𝐻

𝑡
− 𝑔𝑡

2
.
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Швидкiсть руху частин снаряда змiнюється внаслiдок ви-
буху пiд дiєю сил тиску газiв, якi виникають пiд час вибуху.
Якщо обидвi частини снаряда розглядати як систему, то цi си-
ли стануть внутрiшнiми i тому не будуть змiнювати iмпульс
системи. Сили, якi виникають пiд час вибуху, є настiльки ве-
ликими, що порiвняно з ними можна знехтувати дiєю iнших
сил (тяжiння, опору повiтря) на кожну з частин снаряда. У
цьому випадку систему можна вважати замкнутою протягом
часу вибуху. Отже, вiдповiдно до закону збереження iмпульсу
повний iмпульс системи не змiнюється протягом вибуху:

𝑝0 = 𝑝1 + 𝑝2,

де 𝑝0 = 𝑚𝑣⃗ — iмпульс снаряда до вибуху (𝑚 — маса снаряда до
вибуху); 𝑝1 = 𝑚𝑢⃗1/2 i 𝑝2 = 𝑚𝑢⃗2/2 — iмпульси частин снаряда
пiсля вибуху; 𝑢⃗1, 𝑢⃗2 — вектори швидкостi частин снаряда пiсля
вибуху.
Розглядаючи останнє рiвняння в проекцiях на вертикальну

й горизонтальну осi, отримуємо систему рiвнянь{︂
𝑚𝑣 = 𝑚

2 𝑢2𝑥;

0 = 𝑚
2 𝑢1 − 𝑚

2 𝑢2𝑦,

де 𝑢2𝑥 i 𝑢2𝑦 — компоненти вектора швидкостi другої частини
снаряда пiсля вибуху.
З цiєї системи маємо 𝑢2𝑥 = 2𝑣, 𝑢2𝑦 = 𝑢1. Використовуючи

теорему Пiфагора 𝑢2 =
√︁

𝑢2
2𝑥
+ 𝑢2

2𝑦
, виразимо швидкiсть дру-

гої частини снаряда 𝑢2 через швидкiсть снаряда до вибуху 𝑣 i
швидкiсть його першої частини 𝑢1:

𝑢2 =
√︁

4𝑣2 + 𝑢2
1
.

Пiдставивши числовi значення, одержуємо 𝑢1 ≈ 35 м/с,
𝑢2 ≈ 203 м/с.
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Приклад 4.2. Маховик у виглядi диска масою 𝑚 = 50 кг i
радiусом 𝑅 = 20 см спочатку було розкручено до частоти обер-
тання 𝜈 = 480 хв−1, а потiм йому було надано можливiсть руха-
тися самостiйно. Унаслiдок тертя маховик зупинився. Знайти
момент 𝑀 сили тертя, уважаючи його сталим, якщо маховик
до повної зупинки здiйснив 200 обертiв (𝑁 = 200).

Розв’язання. Уся кiнетична енергiя, яку мав спочатку махо-
вик, витрачається на роботу проти сили тертя. Отже, робота
сили тертя 𝐴 є початковою кiнетичною енергiєю, яку взято з
протилежним знаком:

𝐴 = −𝐽𝜔2

2
,

де 𝜔 = 2𝜋𝜈 — початкова кутова швидкiсть маховика, 𝐽 — його
момент iнерцiї.
Оскiльки сама сила тертя та її момент 𝑀 є сталими вели-

чинами, можна записати

𝐴 = 𝑀𝜙,

де 𝜙 = 2𝜋𝑁 — кут, на який повернувся маховик до зупинки.
Ураховуючи, що момент iнерцiї маховика 𝐽 = 𝑚𝑅2/2, запи-

шемо вираз для моменту сили тертя:

𝑀 = −𝐽𝜔2

2𝜙
= −𝑚𝑅2

2

4𝜋2𝜈2

2 2𝜋𝑁
= −𝜋𝑚𝑅2𝜈2

2𝑁
.

Пiсля пiдстановки в останню формулу числових значень ма-
ємо момент сили тертя 𝑀 ≈ 0.56 Н·м.

Варiант 4.1

4.1.1. Куля масою 𝑚 = 10 г, яка летiла зi швидкiстю
𝑣 = 600 м/с, улучила в балiстичний маятник масою 𝑀 = 5 кг i
застрягла в ньому. На яку висоту ℎ, вiдхилившись пiсля удару,
пiднявся маятник?
4.1.2. На горизонтальних рейках стоїть платформа з пiском
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загальною масою 𝑚1 = 5 · 103 кг. У пiсок попадає снаряд ма-
сою 𝑚2 = 5 кг, який летiв уздовж рейок. У момент попадання
швидкiсть руху снаряда становила 𝑣2 = 400 м/с i була напрям-
лена зверху вниз пiд кутом 𝛼 = 60∘ до лiнiї горизонту. Знайти
швидкiсть руху платформи, якщо снаряд застрягне в пiску.

4.1.3. На пружинi довжиною 𝑙1 = 30 см висить вантаж ма-
сою 𝑚1 = 4 кг. При збiльшеннi маси вантажу до 𝑚2 = 10 кг
пружина подовжується до 𝑙2 = 37 см. Знайти роботу розтягу-
вання пружини.

4.1.4. Швидкiсть руху поїзда масою 𝑚 = 3 · 106 кг змiнює-
ться за законом 𝑣 = 𝐷 + 𝐵 𝑡 + 𝐶 𝑡2. Знайти роботу сили тяги
за промiжок часу вiд 𝑡1 = 10 с до 𝑡2 = 20 с, якщо 𝐷 = 1 м/с,
𝐵 = 0.1 м/с2, 𝐶 = 0.01 м/с3.

2

1
m F

R

Рис. 4.1

4.1.5. Муфта масою 𝑚 =

= 0.125 кг (рис. 4.1) рухається
по гладкому проводу, зiгнутому
в горизонтальнiй площинi у ви-
глядi дуги радiусом 𝑅 = 0.4 м.
У точцi 1 на муфту, яка мала

швидкiсть 𝑣1 = 8 м/с, почала дi-
яти постiйна горизонтальна си-
ла 𝐹 . Знайти швидкiсть муфти
в точцi 2, якщо 𝐹 = 30 Н.

Варiант 4.2

4.2.1. Ланцюжок масою 𝑚 = 1.5 кг i довжиною 𝑙 = 1.25 м
пiдвiшено на нитцi, його нижнiй кiнець торкається поверхнi
стола. Пiсля перепалювання нитки ланцюжок упав на стiл.
Знайти повний iмпульс, переданий вiд ланцюжка до стола.

4.2.2. Пiсля абсолютно пружного зiткнення тiла масою 𝑚1,
яке рухалося поступально, з тiлом масою 𝑚2, яке було у спо-
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кої, обидва тiла розлетiлися симетрично вiдносно напрямку ве-
ктора швидкостi першого тiла до удару. При якому значеннi
вiдношення мас 𝑛 = 𝑚1/𝑚2 тiла розлетяться пiд кутом 𝛼?

4.2.3. Брусок масою 𝑚 = 1 кг лежить на горизонтальнiй
поверхнi з коефiцiєнтом тертя 𝜇 = 0.2. У деякий момент часу
йому було надано початкової швидкостi 𝑣0 = 1.5 м/с. Знайти
середню потужнiсть ⟨𝑁⟩ сили тертя за весь час руху бруска.
4.2.4. Тiлу, яке лежало на поверхнi Землi, було надано пер-

шої космiчної швидкостi, напрямленої вертикально вверх. На
яку висоту ℎmax пiднiметься тiло? Опором повiтря знехтувати.

4.2.5. Санки, якi рухаються по льоду зi швидкiстю 𝑣0, ви-
їжджають на асфальт. Довжина полозiв санок 𝑙 = 1 м. Коефi-
цiєнт тертя по асфальту 𝜇 = 0.625. Уважати, що маса санок
рiвномiрно розподiлена по їхнiй довжинi. При якiй швидкостi
санки повнiстю виїдуть на асфальт? Тертям по льоду знехту-
вати.

Варiант 4.3

4.3.1. Локомотив масою 𝑚 починає рухатися вiд станцiї зi
швидкiстю, яка змiнюється за законом 𝑣 = 𝛼

√
𝑠, де 𝛼 — стала

величина, 𝑠 — пройдений шлях. Знайти сумарну роботу сил,
що дiють на локомотив, за першi 𝑡 секунд пiсля початку руху.

4.3.2. Знайти змiну кiнетичної енергiї системи з двох кульок
масами 𝑚1 i 𝑚2 пiд час їх абсолютно непружного зiткнення.
Перед зiткненням кульки мали швидкостi 𝑣⃗1 i 𝑣⃗2.

4.3.3. Маховик з моментом iнерцiї 𝐽 = 40 кг·м2 почав обер-
татися рiвноприскорено iз стану спокою пiд дiєю моменту сили
𝑀 = 20 H·м. Момент сил дiяв протягом часу 𝜏 = 20 c. Знайти
кiнетичну енергiю, якої набув маховик.

4.3.4. Акробат стрибає на сiтку з висоти 𝐻1 = 4 м над сi-
ткою. На якiй граничнiй висотi ℎ1 над пiдлогою потрiбно натя-
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гнути сiтку, щоб акробат не вдарився об пiдлогу пiд час стриб-
ка? Вiдомо, що сiтка прогинається на ℎ2 = 1 м, якщо акробат
стрибає на неї з висоти 𝐻2 = 2 м над сiткою.

4.3.5. Однорiдний кубiчний ящик перемiщають на деяку
вiдстань то волоком, то перекиданням через ребро. При якому
коефiцiєнтi тертя ковзання значення роботи пiд час перемiще-
ння ящика волоком i перекиданням будуть однаковими?

Варiант 4.4

4.4.1. Платформа у виглядi диска радiусом 𝑅 = 1.5 м i ма-
сою 𝑚1 = 180 кг обертається за iнерцiєю навколо вертикальної
осi з частотою 𝜈0 = 10 хв−1. У центрi платформи стоїть люди-
на масою 𝑚2 = 60 кг. Яку лiнiйну швидкiсть вiдносно пiдлоги
буде мати людина, якщо вона перейде на край платформи?

4.4.2. Молотком масою 𝑚1 = 1 кг забивають у стiну цвях
масою 𝑚2 = 25 г. Знайдiть ККД удару молотка. Удар уважати
непружним.

4.4.3. Вертикально розмiщений однорiдний стрижень дов-
жиною 𝑙 i масою 𝑀 може обертатися навколо горизонтальної
осi, яка проходить через його кiнець. У точку, яка знаходиться
на вiдстанi 1

3𝑙 вiд осi обертання, ударяється кулька масою 𝑚,
яка летить перпендикулярно до стрижня i його осi обертання.
Пiсля удару стрижень вiдхиляється на кут 𝛼, а кулька вiдлiтає
назад. Знайти швидкiсть кульки до удару 𝑣0 i пiсля удару 𝑣.

4.4.4.Протягом якого часу буде котитися без ковзання обруч
по похилiй площинi довжиною 𝑙 = 2 м i висотою ℎ = 10 см?

4.4.5. Невелика рухома кулька зазнає пружного зiткнення
з нерухомою кулькою з такою самою масою. Пiд яким кутом
розлетяться кульки в разi не лобового зiткнення? Уважати, що
пiд час зiткнення обертання не виникає.
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Задачi для повторення шкiльної програми
4.Ш.1. Тролейбус масою 15 т рушає з мiсця iз прискоре-

нням 1.4 м/с2. Визначити роботу сили тяги 𝐴1 i роботу сили
опору 𝐴2 на перших 10 м шляху, якщо коефiцiєнт опору дорiв-
нює 0.02. Якої кiнетичної енергiї набув тролейбус?

Вiдповiдь: 𝐴1 = 240 кДж; 𝐴2 = −30 кДж; 𝑊
𝐾
= 210 кДж.

4.Ш.2. Яку мiнiмальну роботу треба виконати, щоб по по-
хилiй площинi з кутом нахилу 30∘ пiдняти вантаж масою 400 кг
на висоту 2 м, якщо коефiцiєнт тертя дорiвнює 0.3? Визначити
ККД похилої площини.

Вiдповiдь: 𝐴 = 12 кДж; 𝜂 = 66 %.

4.Ш.3. Визначити середню корисну потужнiсть, яку розви-
ває лiтак пiд час розбiгу, якщо маса лiтака 1 т, довжина розбiгу
300 м, злiтна швидкiсть 30 м/с, а коефiцiєнт опору 0.03. Рух
лiтака пiд час розбiгу вважати рiвноприскореним.

Вiдповiдь: ⟨𝑃 ⟩ = 27 кВт.

4.Ш.4. Тiло масою 0.5 кг, яке було кинуто пiд кутом 45∘ до
лiнiї горизонту, упало на горизонтальну поверхню на вiдстанi
16 м вiд мiсця початку його руху. Знайти роботу, витрачену на
кидання тiла.

Вiдповiдь: 𝐴 = 40 Дж.

4.Ш.5. Лiтак масою 103 кг летить горизонтально на висотi
1120 м зi швидкiстю 60 м/с. Потiм з вимкненим двигуном лi-
так починає знижуватися й приземляється, маючи швидкiсть
20 м/с. Визначити силу опору повiтря пiд час зниження, ува-
жаючи, що за iнерцiєю лiтак пролетiв 8 км.

Вiдповiдь: 𝐹 = 1600 Н.

4.Ш.6. На вiзку масою 20 кг, що перебуває у станi спокою,
стоїть людина масою 60 кг. Яку швидкiсть вiдносно Землi роз-
вине вiзок, якщо людина пiде по вiзку зi швидкiстю 1 м/с вiд-
носно його поверхнi?
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Вiдповiдь: 𝑣3 = 0.75 м/с.

4.Ш.7. Два тiла масою 10 кг i 15 кг пiдвiшено на нитках
довжиною 2 м так, що вони торкаються одне одного. Одне
тiло вiдвели вбiк так, щоб кут мiж нитками дорiвнював 60∘, i
вiдпустили. На яку висоту пiднiмуться тiла пiсля удару, якщо
удар був абсолютно непружним?

Вiдповiдь: ℎ = 0.16 м.

4.Ш.8.Частинка масою𝑚, що рухається зi швидкiстю 𝑣, за-
знає пружного зiткнення з нерухомою частинкою масою 𝑚/2 i
продовжує рухатися пiд кутом 30∘ до напрямку свого початко-
вого руху. З якою швидкiстю пiсля зiткнення почала рухатися
друга частинка?

Вiдповiдь: 𝑣2 = 𝑣 2√
3
.

4.Ш.9. Яку роботу виконує людина, пiднiмаючи вантаж ма-
сою 2 кг на висоту 1 м з прискоренням 3 м/с2?

Вiдповiдь: 𝐴 = 26 Дж.

4.Ш.10. Сани з’їжджають з гори висотою ℎ = 10 м, схил
якої утворює з лiнiєю горизонту кут 𝛼 = 45∘. Далi сани руха-
ються по горизонтальнiй дiлянцi. Коефiцiєнт тертя санок на
всьому шляху однаковий i дорiвнює 𝜇 = 0.08. Визначити вiд-
стань, яку пройдуть сани по горизонтальнiй дiлянцi до повної
зупинки.

Вiдповiдь: 𝑠 = 115 м.

4.Ш.11. Автомобiль масою 1500 кг, двигун якого має по-
тужнiсть 75 кВт, пiднiмається вгору зi швидкiстю 36 км/год.
Визначити кут нахилу гори. Тертям знехтувати.

Вiдповiдь: 𝛼 = 30∘.

4.Ш.12. Тiло кинуто в горизонтальному напрямi з початко-
вою швидкiстю 𝑣 = 15 м/с. Через скiльки секунд пiсля початку
руху кiнетична енергiя тiла збiльшиться вдвiчi?

Вiдповiдь: 𝑡 = 1.5 с.
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4.Ш.13. Лiтак, маса якого становить 2 т, летить у горизон-
тальному напрямi зi швидкiстю 50 м/с на висотi 420 м. Потiм з
вимкненим двигуном вiн починає знижуватися й досягає смуги
аеродрому, маючи швидкiсть 30 м/с. Визначити роботу сили
опору повiтря пiд час планерного польоту лiтака.

Вiдповiдь: 𝐴 = −107 Дж.
4.Ш.14. На невагомiй нитцi довжиною 𝑙 = 90 см пiдвiшено

ящик з пiском масою 2.5 кг. Куля масою 20 г, яка летiла гори-
зонтально, улучила в ящик i загрузла в пiску, унаслiдок чого
ящик вiдхилився так, що нитка утворила з вертикаллю кут
60∘. Визначити, з якою швидкiстю 𝑣 летiла куля i яку швид-
кiсть 𝑢 набув ящик з пiском пiсля того, як в нього влучила
куля.

Вiдповiдь: 𝑣 = 375 м/с; 𝑢 = 3 м/с.
4.Ш.15. Пiд час центрального абсолютно непружного уда-

ру двох кульок з масами 𝑚1 = 0.25 кг i 𝑚2 = 1 кг, якi рухалися
назустрiч одна однiй з однаковою швидкiстю, на внутрiшню
енергiю перетворилося 𝑄 = 160 Дж їхньої механiчної енергiї.
Визначити швидкiсть кульок перед ударом.

Вiдповiдь: 𝑣 = 20 м/с.
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Роздiл 5

ЕЛЕМЕНТИ СПЕЦIАЛЬНОЇ ТЕОРIЇ
ВIДНОСНОСТI

Н
ом

ер

ф
ор
м
ул
и

Формула Назва формули Пояснення

1 2 3 4

5.1 𝑥 = 𝑥′+𝑉 𝑡′√
1−𝛽2

;

𝑦 = 𝑦′; 𝑧 = 𝑧′;

𝑡 =
𝑡′+ 𝑉

𝑐2
𝑥′√

1−𝛽2

Перетворення Ло-

ренца координат

(𝑥, 𝑦, 𝑧) i часу 𝑡

при переходi вiд

однiєї iнерцiальної

системи до iншої

𝑉 – швидкiсть

руху системи

вздовж осi 𝑥;

𝑐 – швидкiсть

свiтла у вакуумi;

(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 𝑡′) –

координати й час

у рухомiй системi

вiдлiку; 𝛽 = 𝑉/𝑐

5.2 𝑢𝑥 =
𝑣𝑥+𝑉

1+
𝑣𝑥𝑉

𝑐2

Релятивiстський

закон додавання

швидкостей

𝑢
𝑥

– швидкiсть

тiла в нерухомiй

системi вiдлiку;

𝑣
𝑥
– швидкiсть тiла

в рухомiй системi;

𝑉 – швидкiсть ру-

ху однiєї системи

вiдносно iншої
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1 2 3 4

5.3 𝑙 = 𝑙0
√︀
1− 𝛽2 Релятивiстське

скорочення дов-

жини

𝑙
0
– довжина стри-

жня у власнiй си-

стемi вiдлiку; 𝑙 –

довжина стрижня

в системi, вiдносно

якої вiн рухається

зi швидкiстю 𝑉

5.4 𝜏 =
𝜏0√
1−𝛽2

Релятивiстське

сповiльнення часу

𝜏 – промiжок часу

в системi, зв’язанiй

з об’єктом подiї; 𝜏
0

– промiжок часу в

системi, що рухає-

ться вiдносно об’є-

кта подiї зi швидкi-

стю 𝑉

5.5 𝑚 =
𝑚0√
1−𝛽2

Релятивiстська ма-

са тiла, що рухає-

ться зi швидкiстю

𝑣

𝑚
0

– маса спо-

кою тiла (частин-

ки); 𝛽 = 𝑣/𝑐

5.6 𝑝 = 𝑚𝑣⃗ =
𝑚0𝑣⃗√
1−𝛽2

Релятивiстський

iмпульс

𝑣⃗ – швидкiсть руху

тiла (частинки)

5.7 𝐸 = 𝑚𝑐2 =
𝑚0𝑐

2

√
1−𝛽2

Повна енергiя тi-

ла (формула Ейн-

штейна)

𝑚 – релятивiстська

маса

5.8 𝐸0 = 𝑚0𝑐
2 Енергiя спокою
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5.9 𝐸
𝐾
= 𝐸 − 𝐸0 Кiнетична енергiя 𝐸 – повна енер-

гiя; 𝐸
0
– енергiя

спокою

5.10 𝐸2 − 𝑝2𝑐2 = 𝑚2
0
𝑐4;

𝑝 =𝐸𝑣⃗
𝑐2

Зв’язок мiж енер-

гiєю й iмпульсом

релятивiстської

частинки

𝐸 – повна енергiя

Приклад 5.1. Стрижень пролiтає без прискорення повз мi-
тку в нерухомiй системi вiдлiку 𝐾 за час Δ𝑡 = 0.4 фс
(1 фс (фемптосекунда) = 10−15 c), визначений в цiй системi.
У системi вiдлiку 𝐾 ′, зв’язанiй зi стрижнем, мiтка рухається
вiдносно стрижня протягом часу Δ𝑡0 = 0.5 фс. Знайти швид-
кiсть руху стрижня 𝑣 у нерухомiй системi 𝐾 та його власну
довжину.

Розв’язання. Нехай стрижень у системi вiдлiку 𝐾 рухається
зi швидкiстю 𝑣, його довжина в цiй системi 𝑙 = 𝑣Δ𝑡. З iншо-
го боку, вiдповiдно до принципу вiдносностi можна вважати,
що мiтка рухається з тiєю самою швидкiстю 𝑣, але в протиле-
жному напрямку вiдносно стрижня. Тодi довжина стрижня у
власнiй системi (системi 𝐾 ′) буде 𝑙0 = 𝑣Δ𝑡0.
Одним iз наслiдкiв перетворень Лоренца є так зване скоро-

чення довжини, що виражається формулою

𝑙 = 𝑙0

√︂
1− 𝑣2

𝑐2
.

Пiдставляючи значення 𝑙 i 𝑙0, маємо

𝑣Δ𝑡 = 𝑣Δ𝑡0

√︂
1− 𝑣2

𝑐2
.
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Пiсля скорочення на 𝑣 i простих перетворень виражаємо
швидкiсть руху стрижня через промiжки часу Δ𝑡 i Δ𝑡0:

𝑣 = 𝑐

√︃
1−

(︂
Δ𝑡

Δ𝑡0

)︂2

= 𝑐

√︃
1−

(︂
0.4

0.5

)︂2

=
3

5
𝑐 = 0.6𝑐.

Власна довжина стрижня

𝑙0 = 𝑣Δ𝑡0 = 𝑐Δ𝑡0

√︃
1−

(︂
Δ𝑡

Δ𝑡0

)︂2

= 𝑐
√︁

(Δ𝑡0)
2 − (Δ𝑡)2.

Пiсля пiдстановки маємо 𝑙0 = 9 · 10−8 м= 90 нм.
Приклад 5.2. Частинка масою𝑚0, яка летiла зi швидкiстю

𝑣1 = 0.8c, непружно вдарилася об нерухому частинку з такою
самою масою. Унаслiдок зiткнення утворилася нова частин-
ка. Уважаючи систему замкненою, знайти масу спокою 𝑀0 i
швидкiсть частинки 𝑣2, яка утворилася внаслiдок удару.

Розв’язання. У спецiальнiй теорiї вiдносностi в замкненiй си-
стемi виконуються закони збереження iмпульсу й енергiї. Пе-
ред зiткненням частинка, що рухалася, мала повну енергiю

𝐸1 =
𝑚0 𝑐

2√︁
1− 𝑣2

1
𝑐2

=
5

3
𝑚0 𝑐

2 =
5

3
𝐸0,

де 𝐸0 = 𝑚0 𝑐
2 — енергiя спокою частинки (нерухомої частин-

ки). Вiдповiдно до закону збереження енергiї повна енергiя но-
воутвореної частинки 𝐸2 буде сумою повних енергiй частинок
перед зiткненням:

𝐸2 = 𝐸1 + 𝐸0 =
8

3
𝐸0.

Iмпульс новоутвореної частинки дорiвнює iмпульсу частин-
ки, що рухалася: 𝑝2 = 𝑝1.
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У спецiальнiй теорiї вiдносностi повна енергiя 𝐸 частинки,
що рухається зi швидкiстю 𝑣⃗, та її iмпульс 𝑝 зв’язанi спiввiд-
ношенням

𝑝 =
𝐸𝑣⃗

𝑐
.

Згiдно з законом збереження iмпульсу iмпульс 𝑝1 рухомої
частинки має дорiвнювати iмпульсу 𝑝2 новоутвореної частин-
ки:

𝑝1 =
𝐸1𝑣⃗1
𝑐

= 𝑝2 =
𝐸2𝑣⃗2
𝑐

.

З останнього виразу маємо

𝑣2 = 𝑣1
𝐸1

𝐸2

= 𝑣1
𝐸1

𝐸1 + 𝐸0

= 𝑣1

5
3𝐸0

8
3𝐸0

=
5

8
𝑣1 = 0.5𝑐.

Для знаходження маси спокою новоутвореної частинки 𝑀0

скористаємося формулою Ейнштейна:

𝐸2 = 𝑀𝑐2 =
𝑀0𝑐

2√︁
1− 𝑣2

2
𝑐2

.

Пiдставивши 0.5𝑐 замiсть 𝑣2, маємо

𝐸2 =
2√
3
𝑀0𝑐

2 =
8

3
𝐸0 =

8

3
𝑚0𝑐

2,

звiдки виражаємо масу спокою новоутвореної частинки
𝑀0 = 4/

√
3 𝑚0 ≈ 2.309 𝑚0.

Варiант 5.1

5.1.1. Є двi системи вiдлiку 𝑆 i 𝑆 ′, вiдносна швидкiсть яких
невiдома. Паралельно до вектора швидкостi вiдносного руху
систем рухається стрижень. У системi 𝑆 ′ вiн має довжину
𝑙′ = 1.1 м i швидкiсть 𝑣′𝑥 = 0.1𝑐. У системi 𝑆 довжина стри-
жня 𝑙 = 1 м. Знайти швидкiсть руху стрижня 𝑣𝑥 у системi 𝑆 i
швидкiсть руху 𝑣0 системи 𝑆 ′ вiдносно системи 𝑆 .

56



5.1.2.Яку роботу необхiдно здiйснити, щоб збiльшити швид-
кiсть руху частинки з масою спокою 𝑚0 вiд 𝑣1 = 0.6𝑐 до
𝑣2 = 0.8𝑐? Порiвняти одержаний результат зi значенням, роз-
рахованим за класичною формулою.

5.1.3. Власний час життя 𝜏0 мезона дорiвнює 2 мкс. Вiд
точки народження до точки розпаду в лабораторнiй системi
вiдлiку мезон пролетiв вiдстань 𝑙 = 6 км. З якою швидкiстю 𝑣

рухався мезон?

5.1.4. Пучок релятивiстських частинок з кiнетичною енер-
гiєю 𝐸

𝐾
падає на поглинальну мiшень. Сила струму в пучку

становить 𝐼 , заряд i маса спокою частинки — 𝑒 i 𝑚0. Знайти
силу тиску пучка на мiшень i його потужнiсть.

5.1.5. Обчислити прискорення електрона, який рухається
пiд дiєю сталої сили 𝐹 уздовж лiнiї її дiї, у той момент, ко-
ли його кiнетична енергiя 𝐸

𝐾
удвiчi менша за енергiю спокою

електрона.

Варiант 5.2

5.2.1. Довжину космiчного корабля 𝑙0 = 10 м було вимiря-
но перед стартом. Яку швидкiсть повинен мати корабель, щоб
його довжина в системi вiдлiку, зв’язанiй iз Землею, змiнила-
ся на Δ𝑙 = 5 мкм? Порiвняти зi швидкiстю обертання Землi
навколо Сонця (𝑉3 = 30 км/с).

5.2.2. На космiчному кораблi-супутнику знаходиться годин-
ник, який перед польотом було синхронiзовано з годинником
на Землi. Швидкiсть супутника 𝑣 = 9 км/с. Наскiльки вiдстане
годинник на супутнику за вимiрюваннями земного спостерiга-
ча вiдносно земного годинника, який показав час 𝜏 = 1 рiк?

5.2.3. Частинка з масою спокою 𝑚0, яка рухається зi швид-
кiстю 𝑣1 = 0.8𝑐, зазнає непружного зiткнення з такою самою
частинкою, що рухається зi швидкiстю 𝑣2 = 0.6𝑐. Якими будуть
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маса спокою 𝑀0 i швидкiсть 𝑣 новоутвореної частинки? Роз-
глянути два випадки: a) частинки рухаються назустрiч одна
однiй; б) перша частинка наздоганяє другу.

5.2.4. Частинка з масою спокою 𝑚 у деякий момент часу
починає рухатись пiд дiєю сталої сили 𝐹 . Визначити швидкiсть
частинки 𝑣⃗ i пройдений шлях 𝑠 як функцiї часу. Порiвняти з
результатом класичної теорiї.

5.2.5. У лабораторнiй системi вiдлiку 𝜋-мезон з моменту
народження до моменту розпаду пролетiв вiдстань 𝑙 = 75 м.
Швидкiсть 𝜋-мезона 𝑣 = 0.995𝑐. Визначити власний час життя
мезона.

Варiант 5.3

5.3.1. Яку швидкiсть 𝑣 повинно мати тiло, щоб його по-
здовжнiй лiнiйний розмiр зменшився на 20 %, тобто у 0.8 раза
(𝑛 = 0.8)?

5.3.2. Яку рiзницю потенцiалiв 𝑈 мусить пройти електрон,
щоб його поздовжнiй розмiр став у 𝐾 разiв меншим вiд попе-
речного?

5.3.3. Кiнетична енергiя релятивiстської частинки дорiвнює
її енергiї спокою. У скiльки разiв збiльшиться iмпульс частин-
ки, якщо її кiнетична енергiя збiльшиться в чотири рази
(𝐾 = 4)?

5.3.4. Заряджена частинка з повною енергiєю 𝐸 = 50 кеВ
рухається в однорiдному магнiтному полi зi швидкiстю
𝑣 = 0.6𝑐 по колу радiусом 𝑅 = 3.6 см. Визначити силу Ло-
ренца 𝐹

𝐿
, яка дiє на частинку з боку поля.

5.3.5. У системi 𝑆 ′ знаходиться стрижень у станi спокою,
його власна довжина 𝑙0 = 1 м. Стрижень розташовано так,
що вiн утворює кут 𝜙0 = 45∘ з вiссю 𝑥′. Визначити довжину
стрижня в системi 𝑆, якщо швидкiсть системи 𝑆 вiдносно 𝑆 ′
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дорiвнює 𝑣0 = 0.6𝑐.

Задачi для повторення шкiльної програми
5.Ш.1. Яку масу має протон, що летить зi швидкiстю

2.4 · 108 м/с? Уважати, що маса протона у станi спокою до-
рiвнює 1 а.о.м.

Вiдповiдь: 𝑚 = 1.67 а.о.м.
5.Ш.2. У чайник налили 2 л води й нагрiли її вiд 10 ∘C до

кипiння. Як i наскiльки змiниться маса води? Питома тепло-
ємнiсть води 𝑐 = 4.2 кДж/(кг·К).

Вiдповiдь: збiльшиться на 8.4 · 10−12 кг.
5.Ш.3. Наскiльки збiльшиться маса 𝛼-частинки внаслiдок

руху зi швидкiстю 0.9𝑐? Уважати, що маса спокою 𝛼-частинки
становить 4 а.о.м.

Вiдповiдь: на 5.18 а.о.м.
5.Ш.4. Як i наскiльки змiнюється маса 1 кг льоду пiд час

його плавлення (𝜆 = 333 кДж/кг)?
Вiдповiдь: збiльшується на 3.7 · 10−12 кг.
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Роздiл 6

МЕХАНIЧНI КОЛИВАННЯ Й ХВИЛI

Н
ом

ер

ф
ор
м
ул
и

Формула Назва формули Пояснення

1 2 3 4

6.1 𝑇 = 𝑡
𝑁 ;

𝜈 = 1
𝑇

Перiод 𝑇 i ча-
стота коливань
𝜈

𝑁 – кiлькiсть
повних коли-
вань за час
𝑡

6.2 𝜔 = 2𝜋𝜈 Циклiчна ча-
стота коливань

6.3 𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

+𝜔2
0
𝑥 = 0 Диференцiальне

рiвняння вiль-
них незгасаю-
чих коливань

𝜔0 – циклiчна
частота власних
незгасаючих
коливань

6.4 𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙0) Змiщення при
гармонiчних
коливаннях

𝑥 – вiдхилен-
ня вiд положе-
ння рiвноваги;
𝐴 – амплiтуда
коливань; 𝜙0 –
початкова фаза
коливань
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6.5 𝑇 = 2𝜋

√︁
𝑙
𝑔 Перiод коли-

вань математи-
чного маятника

𝑙 – довжина
математичного
маятника

6.6 𝑇 = 2𝜋
√︀

𝑚
𝑘 Перiод коли-

вань пружинно-
го маятника

𝑘 – коефiцiєнт
жорсткостi пру-
жини; 𝑚 – маса
тягаря

6.7 𝑇 = 2𝜋

√︁
𝐽

𝑚𝑔𝑙 Перiод коли-
вань фiзичного
маятника

𝐽 – момент iнер-
цiї тiла вiдно-
сно осi обертан-
ня; 𝑙 – вiдстань
вiд осi оберта-
ння до центра
мас тiла

6.8 𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

+2𝛽 𝑑𝑥
𝑑𝑡 +𝜔2

0
𝑥 = 0 Диференцiальне

рiвняння вiль-
них згасаючих
коливань

𝛽 – коефiцi-
єнт згасання;
𝜔0 – циклiчна
частота власних
незгасаючих
коливань

6.9 𝑥 = 𝐴0 exp (−𝛽𝑡)×
× cos(𝜔𝑡 + 𝜙0)

Змiщення при
згасаючих
коливаннях

𝜔 =
√︀

𝜔2
0 − 𝛽2 –

циклiчна часто-
та згасаючих
коливань
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6.10 𝜉(𝑥, 𝑡) = 𝐴×
× cos(𝜔𝑡− 𝑘𝑥+ 𝜙0),

𝑘 = 2𝜋/𝜆

Рiвняння пло-
скої хвилi

𝜉(𝑥, 𝑡) – змiще-
ння точки сере-
довища з коор-
динатою 𝑥 у мо-
мент часу 𝑡; 𝜆 –
довжина хвилi

6.11 𝑣 = 𝜆𝜈 = 𝜔/𝑘 Фазова швид-
кiсть поширен-
ня хвилi

𝜈 – частота ко-
ливань

6.12 𝑣‖ =

√︁
𝐸
𝜌 Швидкiсть зву-

кових хвиль у
пружному сере-
довищi

𝐸 – модуль Юн-
га; 𝜌 – густина
речовини

6.13 𝑣 =

√︁
𝛾𝑅𝑇
𝜇 =

√︁
𝛾𝑃
𝜌 Швидкiсть зву-

кових хвиль у
газах

𝛾 – показник
адiабати; 𝑇 –
температура га-
зу; 𝜇 – молярна
маса; 𝑃 – тиск;
𝜌 – густина

6.14 ⟨𝑤⟩ =1
2𝜌𝐴

2𝜔2 Середня об’єм-
на густина енер-
гiї хвилi

𝐴 – амплiтуда
хвилi; 𝜔 – ци-
клiчна частота;
𝜌 – густина
середовища

6.15 𝑗⃗ = ⟨𝑤⟩𝑣⃗ Вектор густини
потоку енергiї
хвилi

𝑣⃗ – вектор
швидкостi по-
ширення хвилi
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6.16 ⟨Φ⟩ = ⟨𝑤⟩𝑣𝑆⊥ Середнiй потiк
енергiї хвилi

𝑆⊥ – площа,
перпендикуляр-
на до напрямку
поширення хви-
лi, через яку
переноситься
енергiя

Приклад 6.1. Тiло, яке можна вважати матерiальною то-
чкою, масою 𝑚 = 5 г здiйснює гармонiчнi коливання з часто-
тою 𝜈 = 0.5 Гц. Амплiтуда коливань 𝐴 = 0.03 м. Визначити:
1) швидкiсть точки в момент часу, коли її змiщення 𝑥 = 1.5 см;
2) максимальну силу 𝐹𝑚𝑎𝑥, що дiє на точку.

Розв’язання:

1. Рiвняння гармонiчних коливань має вигляд
𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙0).

Швидкiсть точки, що рухається, визначається як похiдна за
часом вiд координати:

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝐴𝜔 sin(𝜔𝑡 + 𝜙0),

де 𝜔 = 2𝜋𝜈 — колова частота коливань тiла.
Користуючись основною тригонометричною тотожнiстю

(sin2+cos2 = 1), можна виключити час 𝑡 з цих двох рiвнянь i
зв’язати швидкiсть 𝑣 i координати 𝑥 тiла в довiльний момент
часу:

𝑥2

𝐴2
+

𝑣2

𝐴2𝜔2
= 1.

Розв’язуючи останнє рiвняння вiдносно 𝑣, знайдемо

𝑣 = ±2𝜋𝜈
√︀
𝐴2 − 𝑥2.
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Пiдставивши числовi значення, маємо 𝑣 ≈ ±8.16 · 10−2 м/с.
Знак “плюс” вiдповiдає випадку, коли точка вiдхиляється вiд
положення рiвноваги (напрямки змiщення й швидкостi збiгаю-
ться), знак “мiнус” — випадку, коли точка повертається в поло-
ження рiвноваги (напрямки змiщення й швидкостi протилежнi
один одному).
2. Силу, яка дiє на тiло, виразимо через прискорення за дру-

гим законом Ньютона:

𝐹 = 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑚𝜔2𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙0) = −𝑚𝜔2 𝑥.

Сила буде максимальною тодi, коли вiдхилення тiла 𝑥 вiд
положення рiвноваги є максимальним, а отже, дорiвнює ам-
плiтудi коливань 𝐴:

𝐹𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝜔2𝐴 = 4𝜋2𝜈2𝑚𝐴.

Пiсля пiдстановки числових значень отримуємо
𝐹𝑚𝑎𝑥 ≈ 148 · 10−5 Н.
Приклад 6.2. Частинка масою𝑚 = 0.02 кг здiйснює гармо-

нiчнi коливання з перiодом 𝑇 = 2𝜋 c. Повна енергiя частинки
при коливаннi 𝐸 = 10−4 Дж. Визначити амплiтуду коливань
𝐴.

Розв’язання. Повну енергiю частинки, що здiйснює гармо-
нiчнi коливання, можна виразити через її максимальну швид-
кiсть:

𝐸 =
𝑚𝑣2𝑚𝑎𝑥

2
.

Максимальна швидкiсть частинки 𝑣𝑚𝑎𝑥 зв’язана з амплiту-
дою коливань 𝐴 й коловою частотою 𝜔: 𝑣𝑚𝑎𝑥 = 𝐴𝜔, де
𝜔 = 2𝜋/𝑇 (див. розв’язання попередньої задачi). Амплiтуду
коливань частинки виразимо через повну енергiю:

𝐴 =
𝑇

2𝜋

√︂
2𝐸

𝑚
.
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Пiдставивши числовi значення, маємо 𝐴 = 0.1 м.

Варiант 6.1

6.1.1. Рiвняння коливань точки має вигляд 𝑥 = 0.02 sin 5𝑡.
Визначити максимальнi швидкiсть 𝑣max i прискорення 𝑎max то-
чки.
6.1.2. Матерiальна точка масою 𝑚 = 0.04 кг здiйснює гар-

монiчнi коливання, рiвняння яких має вигляд 𝑥 = 0.1 sin 5𝑡.
Знайти силу 𝐹 , що дiє на точку в момент, коли фаза коливань
𝜙 = 𝜋

6 , i в положеннi найбiльшого вiдхилення точки.
6.1.3. Гиря масою 𝑚 = 500 г, яку пiдвiшено на пружинi

жорсткiстю 𝑘 = 20 Н/м, здiйснює пружнi коливання у в’язко-
му середовищi. Логарифмiчний декремент згасання
𝜆 = 6.93 · 10−3. Скiльки коливань має здiйснити гиря, щоб
амплiтуда 𝐴 коливань зменшилася в два рази? За який час 𝑡

вiдбудеться це зменшення?
6.1.4. Складаються два коливання, однаковi за напрямком:

𝑥1 = sin 𝜋 𝑡 i 𝑥2 = sin(𝜋 𝑡 + 𝜋
2). Визначити амплiтуду 𝐴

Σ
i поча-

ткову фазу 𝜙
0Σ
результуючого коливання.

6.1.5. Цилiндричний брусок висотою ℎ знаходиться у верти-
кальному положеннi на межi роздiлу двох рiдин ( 𝜌1 — густина
нижньої рiдини, 𝜌2 — верхньої). Густина матерiалу бруска 𝜌.
Знайти перiод малих коливань бруска, якщо знехтувати сила-
ми опору.

Варiант 6.2

6.2.1. Точка здiйснює коливання згiдно iз синусоїдальним
законом. Найбiльше змiщення точки 𝐴 = 10 см, найбiльша
швидкiсть 𝑣max = 20 м/с. Визначити перiод коливань i макси-
мальне прискорення точки.
6.2.2. Матерiальна точка бере участь у двох коливаннях,

якi здiйснюються в одному напрямку: 𝑥1 = sin 𝑡, 𝑥2 = 2 cos 𝑡.
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Знайти амплiтуду 𝐴
Σ
результуючого коливання й початкову

фазу 𝜙
0Σ
. Записати рiвняння руху.

6.2.3. На серединi горизонтально натягненої струни довжи-
ною 𝑙 закрiплено тягар масою 𝑚. Порiвняно з масою тягаря
масою струни можна знехтувати. Знайти перiод 𝑇 вiльних ма-
лих коливань тягаря, якi здiйснюються у горизонтальному на-
прямку за умови, що натяг струни 𝐹 є незмiнним i значно
перевищує вагу тягаря.

6.2.4. Матерiальна точка бере участь одночасно у двох вза-
ємно перпендикулярних коливаннях: 𝑥 = sin 𝜋𝑡

2 , 𝑦 = 1
2 cos𝜋𝑡.

Визначити траєкторiю точки.

6.2.5. Тягар, коливаючись на пружинi, за перiод втрачає
3.14 % механiчної енергiї (𝜂 = 3.14 %). Визначити вiдносну
рiзницю циклiчної частоти його коливань i циклiчної частоти
вiльних незгасаючих коливань такої системи.

Варiант 6.3

6.3.1. Матерiальна точка масою 𝑚 = 10 г здiйснює колива-
ння за синусоїдальним законом з перiодом 𝑇 = 1

5 c та амплi-
тудою 𝐴 = 20 см. Знайти повертальну силу 𝐹 в момент часу
𝜏 = 1

12 с, а також повну енергiю 𝐸 точки.

6.3.2. Визначити перiод малих коливань суцiльної однорi-
дної кульки радiусом 𝑟, що може котитися без ковзання по
внутрiшнiй поверхнi горизонтально розмiщеного цилiндра ра-
дiусом 𝑅.

6.3.3. Знайти логарифмiчний декремент згасання коливань
математичного маятника довжиною 𝑙 = 144 см, якщо вiн за
час 𝜏 = 10 хв втрачає 99 % своєї енергiї (𝜂 = 99 %).

6.3.4. Брусок масою 𝑚 пiдвiшено на двох однакових пара-
лельних пружинах з коефiцiєнтом жорсткостi 𝑘. Визначити
перiод малих вертикальних коливань системи.
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6.3.5. Знайти значення циклiчної частоти вимушених коли-
вань 𝜔 , при якому система з коефiцiєнтом згасання 𝛽 i ча-
стотою вiльних коливань 𝜔0 матиме резонансний максимум.
Вiдомо, що амплiтуда вимушених коливань визначається фор-
мулою

𝐴 =
𝐹0

𝑚
√︁
(𝜔2 − 𝜔2

0
)2 + 4𝛽2𝜔2

,

де 𝐹0 — амплiтуда зовнiшньої сили,𝑚 — маса тiла.

Варiант 6.4

6.4.1. Точка здiйснює гармонiчнi коливання. У деякий мо-
мент часу 𝜏 точка має змiщення 𝑥 = 5 см, швидкiсть
𝑣 = 20 см/с i прискорення 𝑎 = −80 см/с2. Знайти амплiту-
ду 𝐴, циклiчну частоту 𝜔, перiод 𝑇 i фазу 𝜙 коливань у цей
момент часу.

6.4.2. На гладкому горизонтальному столi лежить тiло ма-
сою 𝑀 , яке прикрiплено до пружини з коефiцiєнтом жорстко-
стi 𝑘. Другим кiнець пружини жорстко прикрiплено до верти-
кальної стiнки. У тiло попадає куля масою𝑚, яка має в момент
удару швидкiсть 𝑣0, напрямлену вздовж осi пружини. Уважа-
ючи удар абсолютно непружним i нехтуючи масою пружини
й опором повiтря, визначити амплiтуду й перiод коливань си-
стеми.

6.4.3. Якщо до невагомої пружини пiдвiсити тягар масою
𝑚, то її довжина збiльшиться на Δ. На цей тягар, який пере-
буває в станi спокою, з висоти Δ падає другий тягар з такою
самою масою, зiткнення тягарiв непружне. Знайти перiод та
амплiтуду коливань, якi виникають при цьому.

6.4.4. Невеликий тягар здiйснює коливання за законом
𝑥 = 0.02 sin(𝜋𝑡 + 𝜋

2). Визначити амплiтуду, перiод, початко-
ву фазу коливань, а також максимальнi значення швидкостi
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й прискорення тягаря. Через який час пiсля початку вiдлiку
тягар пройде положення рiвноваги?

6.4.5. Визначити перiод коливань тiла, яке рухається в уяв-
ному прямолiнiйному тунелi, що з’єднує двi точки на поверхнi
Землi й проходить через її центр. Силами опору знехтувати.
Землю вважати однорiдною кулею.

Варiант 6.5

6.5.1. По цилiндричнiй трубi дiаметром 𝑑 = 20 см i довжи-
ною 𝑙 = 5 м, яку заповнено повiтрям, поширюється звукова
хвиля з середньою густиною потоку енергiї 𝑗 = 50 мВт/м2.
Знайти енергiю звукового поля в трубi. Температура повiтря
𝑇 = 293 К.

6.5.2. Вiд джерела коливань поширюється хвиля вздовж
прямої лiнiї з амплiтудою коливань 𝐴 = 10 см. Яким буде
змiщення 𝜉 точки, вiддаленої вiд джерела хвилi на вiдстань
𝑥 = 5

3𝜆, у момент, коли вiд початку коливань пройшов час
𝑡 = 1

3𝑇 ?

6.5.3.Двi точки розташованi на вiдстанiΔ𝑥 = 50 см одна вiд
одної на прямiй, уздовж якої поширюється хвиля зi швидкiстю
𝑣 = 50 м/с. Перiод коливань 𝑇 = 0.05 с. Знайти рiзницю фаз
коливань Δ𝜙 у цих точках.

6.5.4. Середня об’ємна густина енергiї ⟨𝑤⟩ = 3 мДж/м3.
Визначити густину потоку енергiї 𝑗 звукової хвилi, якщо звук
поширюється в сухому повiтрi при нормальних умовах.

6.5.5. Потужнiсть iзотропного точкового джерела звукових
хвиль 𝑁 = 10 Вт. Якою буде середня об’ємна густина ⟨𝑤⟩ енер-
гiї на вiдстанi 𝑅 = 10 м вiд джерела хвиль? За температуру
повiтря взяти 𝑇 = 250 К.
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Задачi для повторення шкiльної програми

6.Ш.1. У скiльки разiв час проходження точкою, що коли-
вається, першої половини амплiтуди менший вiд часу прохо-
дження нею другої половини амплiтуди?

Вiдповiдь: 𝑡2/𝑡1 = 2.

6.Ш.2. Протягом певного часу перший математичний мая-
тник здiйснює 50 коливань, а другий — 30. Визначити довжини
цих маятникiв, якщо один з них на 32 см коротший за iнший.

Вiдповiдь: 𝑙1 = 18 см, 𝑙2 = 50 см.

6.Ш.3. Якщо до певного тягаря, що коливається на пружи-
нi, причепити гирю масою 300 г, то частота коливань зменши-
ться в 2 рази. Визначити масу тягаря.

Вiдповiдь: 𝑚1 = 100 г.

6.Ш.4. На яку вiдстань вiд положення рiвноваги треба вiд-
вести тягарець масою 640 г, який закрiплено на пружинi жорс-
ткiстю 0.4 кН/м, щоб вiн проходив це положення зi швидкiстю
1 м/с?

Вiдповiдь: 𝑥 = 4 см.

6.Ш.5. Поперечна хвиля поширюється вздовж пружного
шнура зi швидкiстю 15 м/с. Перiод коливань точок шнура ста-
новить 1.2 с, амплiтуда коливань — 2 см. Визначити довжину
хвилi, фазу коливань i змiщення точки, розташованої на вiд-
станi 66 м вiд джерела коливань, у момент часу 5 с.

Вiдповiдь: 𝜆 = 18 м, 𝜙 = 𝜋, 𝑥 = −2 см.

6.Ш.6. Амплiтуда незгасаючих коливань точки струни до-
рiвнює 1 мм, а частота — 1 кГц. Який шлях пройде точка за
0.2 с?
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Вiдповiдь: 𝑠 = 0.8 м.

6.Ш.7. Два маятники починають коливатися одночасно.
Протягом певного часу перший маятник здiйснив 15 коливань,
другий — 10. Визначити вiдношення довжин цих маятникiв.

Вiдповiдь: 𝑙1/𝑙2 = 4/9.

6.Ш.8. Визначити масу тягаря, який на пружинi жорсткi-
стю 250 Н/м здiйснює 20 коливань протягом 16 с.

Вiдповiдь: 𝑚 = 4 кг.

6.Ш.9. Знайти масу тягарця, який коливається на пружинi
жорсткiстю 500 Н/м, якщо при амплiтудi коливань 6 см його
максимальна швидкiсть становить 3 м/с.

Вiдповiдь: 𝑚 = 200 г.

6.Ш.10. Хвиля поширюється вiд джерела коливань уздовж
натягнутого шнура зi швидкiстю 3 м/с. Визначити рiзницю
фаз коливань двох точок, якi вiддаленi вiд джерела на вiдстанi
𝑙1 = 4 м i 𝑙2 = 4.3 м, якщо перiод коливань 𝑇 = 0.25 с.
Вiдповiдь: Δ𝜙 = 2.5 рад.
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Роздiл 7

МОЛЕКУЛЯРНА ФIЗИКА

Н
ом

ер

ф
ор
м
ул
и

Формула Назва формули Пояснення

1 2 3 4

7.1 𝑃𝑉 = 𝜈𝑅𝑇 Рiвняння Клапей-

рона – Менделєєва

𝑃 – тиск; 𝑉 – об’-

єм; 𝜈 – кiлькiсть

речовини; 𝑅 =

= 8.31 Дж/(моль·К) –

унiверсальна

газова стала;

𝑇 – абсолютна

температура

7.2 𝑃 = 𝑛𝑘𝑇 Тиск iдеального

газу

𝑛 – концентрацiя

частинок газу; 𝑘 =

= 1.38 · 10−23 Дж/К

– стала Больцмана

7.3 𝑃 = 2
3𝑛⟨𝜀Π⟩ =

= 1
3𝑛𝑚⟨𝜐2⟩

Основне рiвняння

молекулярно-

кiнетичної теорiї

газiв

⟨𝜀
Π
⟩ = 3

2𝑘𝑇 –

середня кiнетична

енергiя поступаль-

ного руху молеку-

ли масою 𝑚
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1 2 3 4

7.4 ⟨𝜀⟩ = 𝑖
2𝑘𝑇 Закон рiвномiрно-

го розподiлу енер-

гiї за ступенями

вiльностi молекули

⟨𝜀⟩ – середня кiне-

тична енергiя ру-

ху молекул; 𝑖 – чи-

сло ступенiв вiль-

ностi молекули

7.5 𝑓 (𝑣) = 𝑑𝑁
𝑁𝑑𝜐 =

= 𝐴𝜐2 exp
(︁
−𝑚𝜐2

2𝑘𝑇

)︁
;

𝐴 = 4𝜋
(︀

𝑚
2𝜋𝑘𝑇

)︀3/2
Розподiл Макс-

велла молекул

iдеального газу за

абсолютним значе-

нням швидкостi

𝑑𝑁 – кiлькiсть мо-

лекул, якi мають

швидкостi в iнтер-

валi вiд 𝑣 до 𝑣+𝑑𝑣;

𝑁 – загальна кiль-

кiсть молекул

7.6 𝜐кв =
√︀
⟨𝜐2⟩ =

=

√︁
3𝑘𝑇
𝑚 =

√︁
3𝑅𝑇
𝜇

Середня квадра-

тична швидкiсть

молекул iдеально-

го газу

𝑚 = 𝜇/𝑁
𝐴

–

маса молекули;

𝑁
𝐴
= 𝑅/𝑘 – число

Авогадро

7.7 𝜐iм =

√︁
2𝑅𝑇
𝜇 Найiмовiрнiша

швидкiсть руху

молекул

Швидкiсть, при

якiй функцiя

Максвелла має

максимум

7.8 ⟨𝜐⟩ =
√︁

8𝑅𝑇
𝜋𝜇 Середня арифме-

тична швидкiсть

молекул iдеально-

го газу

7.9 𝑃 (𝑧) = 𝑃0 exp
−𝜇𝑔𝑧

𝑅𝑇 Барометрична

формула

𝑃 (𝑧) – тиск на ви-

сотi 𝑧; 𝑃
0
– тиск бi-

ля поверхнi Землi
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1 2 3 4

7.10 𝑛(𝑧) = 𝑛0 exp
−𝑚𝑔𝑧

𝑘𝑇 =

= 𝑛0 exp
(︀
−𝜇𝑔𝑧

𝑅𝑇

)︀ Розподiл Больцма-

на молекул iдеаль-

ного газу в полi тя-

жiння Землi

𝑛
0
– концентрацiя

молекул бiля по-

верхнi Землi; 𝑧 –

координата, вiдлi-

чена вiд поверхнi

Землi

Приклад 7.1. Посудина об’ємом 𝑉 = 2 · 10−3 м3 мiстить
кисень масою 𝑚 = 10−2 кг пiд тиском 𝑃 = 4 · 105 Па. Знайти
кiлькiсть молекул 𝑁 кисню в посудинi, їхню середню квадра-
тичну швидкiсть ⟨𝑣кв⟩ i густину кисню 𝜌.

Розв’язання. Вiдповiдно до молекулярно-кiнетичної теорiї
газiв середня квадратична швидкiсть молекул газу визнача-
ється формулою

⟨𝑣кв⟩ =

√︃
3𝑅𝑇

𝜇
,

де молярна маса кисню 𝜇 вiдома (𝜇 = 0.032 кг/моль), а тем-
пература газу 𝑇 невiдома. Визначимо її iз рiвняння Клапейро-
на – Менделєєва:

𝑇 =
𝑃𝑉 𝜇

𝑚𝑅
.

Тодi

⟨𝑣кв⟩ =
√︂

3𝑃𝑉

𝑚
= 490 м/с.

Кiлькiсть молекул кисню знайдемо як

𝑁 =
𝑚

𝜇
𝑁𝐴,

де 𝑚/𝜇 — кiлькiсть молей газу, 𝑁
𝐴
— число Авогадро. Пiдста-
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вимо числовi значення:

𝑁 =
10−2 · 6.02 · 1023

3.2 · 10−2
= 1.9 · 1023.

Густину газу розраховуємо за формулою 𝜌 = 𝑚
𝑉 = 5 кг/м3.

Приклад 7.2. У повiтрi знаходяться деякi легкi частинки
пилу, що мають масу 𝑚 та об’єм 𝑉 . Як змiнюється концентра-
цiя цих частинок з висотою ℎ?

Розв’язання. Фiзична система складається iз частинок пилу
й повiтря, якi знаходяться в полi тяжiння Землi. Отже, концен-
трацiя i частинок пилу, i молекул повiтря пiдпорядковується
розподiлу Больцмана. Але якщо для молекул повiтря цей роз-
подiл можна використовувати безпосередньо, то застосування
його до частинок пилу може призвести до помилкового резуль-
тату. Справа в тому, що на частинки пилу крiм сили тяжiння
𝑚𝑔 дiє виштовхувальна сила Архiмеда 𝐹

𝐴
, яка за порядком ве-

личини може бути порiвняною з 𝑚𝑔. Якщо сила Архiмеда ма-
ло вiдрiзняється вiд сили тяжiння, то треба знайти ефективну
масу частинок пилу:

𝑚
еф
𝑔 = 𝑚𝑔 − 𝐹

𝐴
= 𝑚𝑔 − 𝜌𝑔𝑉,

де 𝜌 — густина повiтря, яку, у свою чергу, визначимо iз рiвня-
ння Клапейрона – Менделєєва:

𝜌 =
𝑃𝜇

𝑅𝑇
.

Таким чином,

𝑚
еф
𝑔 = 𝑚𝑔 − 𝑃𝜇

𝑅𝑇
𝑔𝑉.

Використовуючи розподiл Больцмана, знайдемо змiну кон-
центрацiї частинок з висотою ℎ:

𝑛

𝑛0

= exp

(︂
−
𝑚

еф
𝑔ℎ

𝑘𝑇

)︂
= exp

[︂
−(𝑚−𝑃𝜇𝑉

𝑅𝑇 )𝑔ℎ
𝑘𝑇

]︂
.
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Варiант 7.1

7.1.1. Яка кiлькiсть молекул𝑁 двохатомного газу мiститься
в об’ємi 𝑉 = 10 см3 пiд тиском 𝑃 = 5.3 кПа при температурi
𝑇 = 27 ∘C? Яку енергiю теплового руху 𝐸 мають цi молекули?
7.1.2. У скiльки разiв середня квадратична швидкiсть ⟨𝑣кв⟩

пилинки масою 𝑚 = 1.2 ·10−11 кг, яка зависла в повiтрi, менша
вiд iмовiрної швидкостi 𝑣im молекул повiтря? Повiтря вважати
однорiдним газом з молярною масою 𝜇 = 29 · 10−3 кг/моль.
7.1.3. Знайти середнє значення величини, оберненої до швид-

костi руху молекул газу
⟨︀
1
𝑣

⟩︀
.

7.1.4. Визначити вiдносну кiлькiсть молекул азоту Δ𝑁
𝑁 , якi

при температурi 𝑇 мають швидкостi вiд 𝑣
iм
до 𝑣

iм
+ Δ𝑣, де

Δ𝑣 = 20 м/с, якщо: а) 𝑇 = 400 К; б) 𝑇 = 900 К.
7.1.5. Уважаючи атмосферу iзотермiчною (𝑇 = 290 К), а

прискорення вiльного падiння таким, що не залежить вiд ви-
соти, знайти атмосферний тиск на висотi ℎ1 = 5 км i в шахтi
на глибинi ℎ2 = 2 км. Тиск на рiвнi поверхнi Землi 𝑃0 = 105 Па.

Варiант 7.2

7.2.1. Деякий газ, молекули якого мають середню квадрати-
чну швидкiсть ⟨𝑣кв⟩ = 450 м/с, перебуває пiд тиском
𝑃 = 50 кПа. Знайти густину газу при цих умовах.
7.2.2. При нормальних умовах (𝑇 = 273 K, 𝑃 = 101.4 кПа)

сумiш гелiю й азоту має густину 𝜌 = 0.6 кг/м3 . Знайти кон-
центрацiю атомiв гелiю в сумiшi.
7.2.3. Азот перебуває пiд тиском 𝑃 = 105 Па при темпера-

турi 𝑇 = 300 К. Знайти вiдносну кiлькiсть молекул азоту Δ𝑁
𝑁 ,

модулi швидкостей яких лежать в iнтервалi вiд ⟨𝑣⟩ до ⟨𝑣⟩+Δ𝑣,
де Δ𝑣 = 1 м/с. Зовнiшнi сили вiдсутнi.
7.2.4. На якiй висотi ℎ тиск повiтря становить 𝜂 = 0.8 вiд

тиску на рiвнi моря? Температуру 𝑇 = 290 К уважати сталою
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величиною.

7.2.5. Джерело атомiв срiбла утворює вузький цилiндри-
чний пучок, який попадає на внутрiшню поверхню нерухомого
цилiндра радiусом 𝑅 = 30 cм i створює на нiй пляму. Цилiндр
починає обертатися з кутовою швидкiстю 𝜔 = 100𝜋 рад/с. Зна-
йти швидкiсть атомiв срiбла, якщо пляма змiстилася на кут
𝜙 = 18∘ вiд початкового положення.

Варiант 7.3

7.3.1. Знайти кiнетичну енергiю поступального руху моле-
кул повiтря масою 𝑚 = 1 г при температурi 𝑇 = 15 ∘C. Моле-
кулярна маса повiтря 𝜇 = 29 г/моль.

7.3.2. Знайти середню квадратичну, середню арифметичну
та ймовiрну швидкостi молекул газу, який при 𝑃 = 40 кПа має
густину 𝜌 = 0.3 кг/м3.

7.3.3. Сумiш водню й гелiю має температуру 𝑇 = 300 К.
При якiй швидкостi 𝑣 молекул значення функцiй розподiлу
молекул цих газiв за швидкостями 𝑓 (𝑣) будуть однаковими?

7.3.4. Вiдношення концентрацiї молекул водню до концен-
трацiї молекул азоту на рiвнi поверхнi Землi становить 𝜂0, а на
висотi ℎ = 3000 м — 𝜂. Знайти вiдношення 𝜂/𝜂0 при темпера-
турi 𝑇 = 280 К. Уважати, що прискорення й температура не
залежать вiд висоти.

7.3.5. Пiд час спостереження в мiкроскопi завислих части-
нок гумiгуту було визначено, що середня кiлькiсть їх в шарах,
вiдстань мiж якими Δℎ = 40 мкм, вiдрiзняється одна вiд одної
в два рази (𝛼 = 2). Температура середовища 𝑇 = 290 К. Дi-
аметр частинок 𝑑 = 0.40 мкм, густина гумiгуту на величину
Δ𝜌 = 0.22 г/см3 бiльша вiд густини навколишнього середови-
ща. За цими даними знайти число Авогадро.
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Варiант 7.4

7.4.1. При нормальних умовах молекули деякого газу руха-
ються з середньою квадратичною швидкiстю ⟨𝑣кв⟩ = 461 м/с.
Яку кiлькiсть молекул 𝑛 мiстить одиниця маси цього газу?
7.4.2. Знайти температуру азоту, при якiй швидкостям мо-

лекул 𝑣1 = 300 м/с i 𝑣2 = 600 м/с вiдповiдають однаковi значе-
ння функцiй розподiлу 𝑓 (𝑣) молекул газу за швидкостями.
7.4.3. Двохатомний газ, який має масу 𝑚 = 1 кг i густину

𝜌 = 4 кг/м3, перебуває пiд тиском 𝑃 = 80 кПа. Знайти енергiю
теплового руху 𝐸 молекул газу при цих умовах.
7.4.4. Бiля поверхнi Землi кiлькiсть молекул гелiю майже в

𝛼 = 105 разiв менша вiд кiлькостi молекул азоту. На якiй ви-
сотi кiлькiсть молекул гелiю дорiвнюватиме кiлькостi молекул
азоту? За середню температуру атмосфери взяти 𝑇 = 0 ∘C.
Прискорення вiльного падiння 𝑔 = 9.81 м/с2.
7.4.5. Молекули азоту, який мiститься в дуже високiй посу-

динi, знаходяться в однорiдному полi тяжiння при температурi
𝑇 . Температуру збiльшили в 𝜂 разiв. На якiй висотi ℎ концен-
трацiя молекул залишилася незмiнною?

Задачi для повторення шкiльної програми

7.Ш.1. Уважаючи, що дiаметр молекули водню становить
близько 2.3 · 10−10 м, визначити, яку довжину мав би рядок,
якщо б молекули, що мiстяться в 1 мг водню, можна було роз-
ташувати в один ряд щiльно одна до одної.

Вiдповiдь: 𝑙 = 6.9 · 1010 м.
7.Ш.2. Визначити середню кiнетичну енергiю молекули одно-

атомного газу й концентрацiю молекул при температурi 290 К
i пiд тиском 0.6 МПа.

Вiдповiдь: 𝑊
𝐾
= 6 · 10−21 Дж; 𝑛 = 1.5 · 1026 м−3.

7.Ш.3. Визначити густину сумiшi, яка складається з 50 г
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кисню й 20 г водню, при температурi 20 ∘С i пiд тиском
9 · 104 Па.

Вiдповiдь: 𝜌 ≈ 0.23 кг/м3.

7.Ш.4. Тиск повiтря всерединi щiльно закритої пляшки при
температурi 280 К становить 105 Па. На скiльки градусiв треба
нагрiти пляшку, щоб з неї вилетiла пробка, якщо вiдомо, що з
холодної пляшки без нагрiвання пробку можна витягти, при-
клавши силу 10 Н? Площа перерiзу пробки становить 4 см2.

Вiдповiдь: Δ𝑇 = 70 К.

7.Ш.5. Цилiндричну посудину висотою ℎ = 40 см подiли-
ли на двi частини невагомим поршнем, який ковзає без тертя.
Поршень розташували на висотi ℎ1 = 26.7 см над дном цилiн-
дра. Пiд поршнем мiститься водень, а над ним – деякий газ.
Визначити молярну масу 𝜇 газу, якщо його маса дорiвнює масi
водню.

Вiдповiдь: 𝜇 = 4 · 10−3 кг/моль.

7.Ш.6. Баластний резервуар пiдводного човна об’ємом 5 м3

заповнено водою. Який тиск повiтря необхiдно створити в ба-
лонi об’ємом 0.2 м3, щоб при приєднаннi балона до резервуара
пiдводний човен мiг повнiстю звiльнитися вiд баласту на гли-
бинi 100 м? Температура повiтря не змiнюється. Атмосфер-
ний тиск становить 1.01 · 105 Па, густина морської води —
1030 кг/м3.

Вiдповiдь: 𝑃 ≈ 3 · 107 Па.
7.Ш.7. Вiдкриту з обох кiнцiв скляну трубку довжиною

1 м наполовину занурюють у ртуть. Потiм трубку закривають
зверху й виймають iз ртутi. Якою буде довжина 𝑋 стовпчика
ртутi, що залишилася в трубцi? Атмосферний тиск становить
750 мм рт. ст.

Вiдповiдь: 𝑋 = 25 см.

7.Ш.8. На днi посудини, заповненої повiтрям, лежить по-
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рожниста кулька радiусом 2 см. Маса кульки становить 5 г.
Який тиск необхiдно створити в посудинi, щоб кулька пiдня-
лася вгору? Уважати, що при великих тисках для повiтря мо-
жна застосовувати рiвняння стану iдеального газу. Стиснення
повiтря вважати квазистатичним. Температура повiтря стано-
вить 20 ∘C.

Вiдповiдь: 124 · 105 Па.
7.Ш.9. Налита у склянку вода масою 200 г повнiстю ви-

паровується протягом 20 дiб. Скiльки в середньому молекул
вилiтало з поверхнi води щосекунди?

Вiдповiдь: 𝑁 = 3.87 · 1018 c−1.
7.Ш.10. Якою є середня квадратична швидкiсть руху мо-

лекул газу об’ємом 5 м3 i масою 6 кг при тиску 2 · 105 Па?
Вiдповiдь: ⟨𝑣кв⟩ = 707 м/с.
7.Ш.11. У балонi знаходився газ при температурi 313 К i

пiд тиском 1.6 · 107 Па. Визначити тиск у балонi пiсля того, як
30 % маси газу випустили, а температура стала 283 К.

Вiдповiдь: 𝑃 ≈ 107 Па.
7.Ш.12. Балон об’ємом 20.5 л мiстить сумiш водню й гелiю.

Маса сумiшi становить 13 г, температура — 27 ∘C,
тиск — 5.4 · 105 Па. Визначити масу зазначених газiв.

Вiдповiдь: 𝑚
H2

= 4.76 г; 𝑚
He

= 8.24 г.
7.Ш.13. Закритий з обох країв цилiндр наповнено газом,

тиск якого становить 105 Па, а температура — 30 ∘С. Цилiндр
подiлено легким рухомим поршнем на двi рiвнi частини довжи-
ною 50 см кожна. На яку величинуΔ𝑇 треба пiдвищити темпе-
ратуру газу в однiй половинi цилiндра, щоб поршень змiстився
на вiдстань 20 см, якщо в другiй половинi цилiндра темпера-
тура газу не змiнюється? Визначити тиск газу пiсля змiщення
поршня.

Вiдповiдь: Δ𝑇 = 404 К; 𝑃2 = 1.67 · 105 Па.
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Роздiл 8

ОСНОВИ ТЕРМОДИНАМIКИ

Н
ом

ер
ф
ор
м
ул
и

Формула Назва формули Пояснення

1 2 3 4

8.1 𝛿𝑄 = 𝑑𝑈 + 𝛿𝐴 Перший закон
термодинамiки

𝛿𝑄 – елемен-
тарна кiлькiсть
теплоти, пе-
реданої тер-
модинамiчнiй
системi; 𝑑𝑈 –
елементарний
прирiст внутрi-
шньої енергiї
системи; 𝛿𝐴 –
елементарна
робота, яка
виконується
системою над
зовнiшнiми
тiлами

8.2 𝛿𝐴 = 𝑃𝑑𝑉 Елементарна
робота, викона-
на газом

𝑃 – тиск газу;
𝑑𝑉 – елементар-
на змiна об’єму
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8.3 𝐶 =
𝛿𝑄
𝑑𝑇 Теплоємнiсть

тiла
𝛿𝑄 – кiлькiсть
теплоти, пе-
реданої тiлу;
𝑑𝑇 – змiна
температури
тiла

8.4 𝑈 = 𝑁⟨𝜀⟩ =

=𝑚
𝜇
𝑖
2𝑅𝑇 = 𝑚

𝜇𝐶V
𝑇

Внутрiшня
енергiя iдеаль-
ного газу

𝑁 – кiлькiсть
молекул iдеаль-
ного газу; ⟨𝜀⟩ –
середня енергiя
молекули; 𝑚

– маса газу;
𝜇 – молярна
маса газу; 𝐶

𝑉
–

молярна тепло-
ємнiсть газу
при сталому
об’ємi

8.5 𝑐 = 𝐶
𝑚 Питома тепло-

ємнiсть речови-
ни

𝐶 – теплоєм-
нiсть тiла; 𝑚 –
маса тiла

8.6 𝐶𝜇 = 𝜇𝑐 =
𝜇
𝑚𝐶 Молярна тепло-

ємнiсть речови-
ни

8.7 𝐶
𝑉

= 𝜇
𝑚

(︁
𝛿𝑄
𝑑𝑇

)︁
𝑉

=

= 𝑖
2𝑅

Молярна тепло-
ємнiсть iдеаль-
ного газу при
сталому об’ємi

(︁
𝛿𝑄
𝑑𝑇

)︁
𝑉

=
(︀
𝑑𝑈
𝑑𝑇

)︀
𝑉
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8.8 𝐶
𝑃

= 𝜇
𝑚

(︁
𝛿𝑄
𝑑𝑇

)︁
𝑃

=

= 𝐶
𝑉
+𝑅 =𝑖+2

2 𝑅

Молярна тепло-
ємнiсть iдеаль-
ного газу при
сталому тиску

8.9 𝐶
𝑃
= 𝐶

𝑉
+𝑅 Рiвняння Майє-

ра
Тiльки для iде-
ального газу

8.10 𝑃𝑉 𝛾 = const;
𝑇𝑉 𝛾−1 = const;

𝑇𝑃
1−𝛾
𝛾 = const

Рiвняння Пуас-
сона для адiаба-
тичного проце-
су

𝛾 = 𝐶
𝑃
/𝐶

𝑉
–

показник
адiабати;
𝛾 = 𝑖+2

𝑖 ; 𝑖 =
2

𝛾−1

8.11 𝐴 = 𝑚
𝜇𝑅𝑇 ln

𝑉2
𝑉1

=

=𝑚
𝜇𝑅𝑇 ln

𝑃1
𝑃2

Робота газу при
iзотермiчному
процесi

𝑃1 i 𝑃2 – по-
чаткове й кiнце-
ве значення ти-
ску газу; 𝑉1 i
𝑉2 – початкове
й кiнцеве значе-
ння об’єму газу

8.12 𝐴 = 𝑚
𝜇𝐶𝑉

(𝑇1−𝑇2)=

=
𝑅𝑇1
𝛾−1

𝑚
𝜇

[︂
1−

(︁
𝑉1
𝑉2

)︁𝛾−1
]︂ Робота газу при
адiабатичному
процесi

𝑇1 i 𝑇2 – поча-
ткове й кiнцеве
значення темпе-
ратури газу

8.13 𝜂 =
𝑇1−𝑇2
𝑇1

Коефiцiєнт
корисної дiї
циклу Карно

𝑇1 – температу-
ра нагрiвника;
𝑇2 – температу-
ра охолодника
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8.14 𝜂 =
𝑄1−𝑄2

𝑄1
Коефiцiєнт ко-
рисної дiї тепло-
вої машини

𝑄1 – кiлькiсть
теплоти, пере-
даної робочому
тiлу вiд на-
грiвника; 𝑄2

– кiлькiсть
теплоти, яку
вiддає робоче
тiло охолоднику

8.15 Δ𝑆 =
2∫︀
1

𝛿𝑄
𝑇 Змiна ентропiї

Приклад 8.1. Iдеальний двохатомний газ спочатку iзохор-
но нагрiвають доти, доки абсолютна температура газу не збiль-
шиться на третину (𝛼 = 1/3). Потiм газ iзотермiчно

P2

P1

V1 V2

31

2

T=T2=const

P

V
Рис. 8.1

розширюється, i на-
стає момент, коли йо-
го тиск дорiвнює по-
чатковому значенню.
Пiсля цього здiйсню-
ють iзобарне стиснен-
ня газу, унаслiдок чого
газ набуває початково-
го стану. Знайти ККД
циклу.

Розв’язання. Позначимо початковi термодинамiчнi параме-
три системи: 𝑃1, 𝑉1, 𝑇1 — тиск, об’єм i температура вiдповiдно.
На рис. 8.1 зображено 𝑃𝑉 -дiаграму циклу, яка складається
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з iзохори, iзотерми й iзобари.
Коефiцiєнт корисної дiї циклу

𝜂 =
𝑄1 −𝑄2

𝑄1

, (Π8.1)

де 𝑄1 – кiлькiсть теплоти, яку одержує газ вiд нагрiвника за
цикл; 𝑄2 — кiлькiсть теплоти, яку газ вiддає за цикл охоло-
днику.
Газу передається теплота 𝑄1 на двох етапах циклу: 𝑄1→2 —

на етапi 1—2 (iзохорний процес); 𝑄2→3 — на етапi 2—3 (iзотер-
мiчний процес). Таким чином,

𝑄1 = 𝑄1→2 +𝑄2→3.

Кiлькiсть теплоти, яка передається газу в iзохорному про-
цесi:

𝑄1→2 = 𝐶
𝑉
𝜈(𝑇2 − 𝑇1)

де 𝐶
𝑉
— молярна теплоємнiсть газу при сталому об’ємi, 𝜈 —

кiлькiсть молiв газу, а 𝑇2 — кiнцеве значення температури на
цiй дiлянцi циклу. Вiдповiдно до умови задачi 𝑇2 = 𝑇1(1 + 𝛼),

тодi
𝑄1→2 = 𝐶

𝑉
𝜈𝑇1𝛼.

Згiдно з першим законом термодинамiки кiлькiсть теплоти,
яка передається газу в iзотермiчному процесi, дорiвнює роботi,
виконанiй газом:

𝑄2→3 = 𝐴2→3 = 𝜈𝑅𝑇2 ln
𝑉2

𝑉1

,

де 𝑉2 — об’єм газу при температурi 𝑇2 i тиску 𝑃1. На етапi 3—1
газ вiддає кiлькiсть теплоти

𝑄2 = 𝑄3→1 = 𝐶
𝑃
𝜈(𝑇2 − 𝑇1) = 𝐶

𝑃
𝛼𝜈𝑇1,

де 𝐶
𝑃
— молярна теплоємнiсть газу при сталому тиску.
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Пiдставимо знайденi значення 𝑄1 i 𝑄2 у формулу (Π8.1):

𝜂 = 1−
𝜈𝐶

𝑃
𝛼𝑇1

𝜈𝐶
𝑉
𝛼𝑇1 + 𝜈𝑅𝑇2 ln

𝑉2
𝑉1

.

Замiнимо вiдношення 𝑉2/𝑉1 на 𝑇2/𝑇1, яке дорiвнює 1 + 𝛼.
Виразимо 𝐶

𝑉
i 𝐶

𝑃
через число ступенiв вiльностi 𝑖 (для дво-

хатомного iдеального газу 𝑖 = 5). Тодi пiсля скорочення на 𝜈 i
𝑅/2 одержимо

𝜂 = 1− (𝑖 + 2)𝛼

𝑖𝛼 + 2(1 + 𝛼) ln(1 + 𝛼)
.

Пiсля пiдстановки числових значень маємо 𝜂 = 0.041 = 4.1 %.

Приклад 8.2. Знайти змiну ентропiї Δ𝑆 пiд час нагрiвання
води масою𝑚 = 100 г вiд 𝑇1 = 0 ∘С до 𝑇2 = 100 ∘С i наступного
перетворення води на пару.

Розв’язання. Знайдемо окремо змiну ентропiї Δ𝑆 ′ пiд час
нагрiвання води й змiну ентропiї Δ𝑆 ′′ пiд час перетворення її
на пару. Повна змiна ентропiї виражатиметься сумою Δ𝑆 ′ i
Δ𝑆 ′′.
Запишемо змiну ентропiї загальною формулою

Δ𝑆 = 𝑆2 − 𝑆1 =

2∫︁
1

𝛿𝑄

𝑇
. (Π8.2)

При нескiнченно малiй змiнi температури 𝑑𝑇 витрачається
кiлькiсть теплоти 𝑑𝑄′ = 𝑐𝑚𝑑𝑇 , де𝑚 — маса тiла, 𝑐 — його пи-
тома теплоємнiсть. Пiдставивши вираз 𝑑𝑄′ у рiвняння (Π8.2),
одержимо формулу для змiни ентропiї пiд час нагрiвання води:

Δ𝑆 ′ =

𝑇2∫︁
𝑇1

𝑐𝑚𝑑𝑇

𝑇
= 𝑐𝑚 ln

𝑇2

𝑇1

,
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де 𝑐 = 4200 Дж/(кг·К).
Числове значення змiни ентропiї Δ𝑆 ′ = 131 Дж/К.
Визначаючи за формулою (Π8.2) змiну ентропiї у випадку

перетворення води на пару, сталу температуру 𝑇2 виносять за
знак iнтеграла:

Δ𝑆 ′′ =
1

𝑇2

2∫︁
1

𝑑𝑄′′ =
𝑄′′

𝑇2

, (Π8.3)

де 𝑄′′ — кiлькiсть теплоти, витраченої на перетворення води
на пару.
Пiдставивши в рiвняння (Π8.3)

𝑄′′ = 𝑟𝑚,

де 𝑟 — питома теплота пароутворення (𝑟 = 2.26 · 106 Дж/кг),
маємо

Δ𝑆 ′′ =
𝑟𝑚

𝑇2

= 606 Дж/К.

Отже, маємо повну змiну ентропiї пiд час нагрiвання води i
перетвореннi її на пару:

Δ𝑆 = Δ𝑆 ′ +Δ𝑆 ′′ = 737 Дж/К.

Варiант 8.1

8.1.1. Визначити питому теплоємнiсть 𝑐
𝑃
сумiшi кисню й

азоту, якщо кiлькiсть речовини 𝜈1 першого компонента дорiв-
нює 2 молям, а кiлькiсть речовини 𝜈2 другого — 4 молям.
8.1.2. Кисень нагрiвається при сталому тиску 𝑃 = 80 кПа.

Його об’єм збiльшується вiд 𝑉1 = 1 м3 до 𝑉2 = 3 м3. Визначити:
1) змiну внутрiшньої енергiї кисню Δ𝑈 ; 2) роботу 𝐴, виконану
газом пiд час розширення; 3) кiлькiсть теплоти 𝑄, переданої
газу.
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8.1.3. Азот масою 𝑚 = 2 г, який мав температуру
𝑇1 = 300 К, був адiабатно стиснутий так, що його об’єм змен-
шився в 10 разiв (𝑛 = 10). Знайти кiнцеве значення темпера-
тури 𝑇2 газу й роботу 𝐴 стиснення.

8.1.4. Вуглекислий газ масою 𝑚 = 0.22 кг iзобарно нагрi-
вається вiд 𝑇1 = 300 К до 𝑇2 = 600 К. Знайти змiну ентропiї
газу.

8.1.5. Внаслiдок нагрiвання азоту масою 𝑚 = 2.2 г його
температура збiльшилася в два рази (𝑛 = 2), а ентропiя —
на Δ𝑆 = 1.6 Дж/К. За яких умов проходило нагрiвання: при
𝑉 = const чи при 𝑃 = const?

Варiант 8.2

8.2.1. Деякий газ при нормальних умовах має густину
𝜌 = 8.94 · 10−2 кг/м3. Визначити його молярну масу, хiмiчну
формулу, а також питомi теплоємностi 𝑐

𝑉
i 𝑐

𝑃
.

8.2.2. Певну масу азоту стиснули в п’ять разiв (𝑛 = 5) за
об’ємом: перший раз — адiабатно, другий — iзотермiчно. Поча-
тковий стан газу в обох випадках однаковий. Знайти вiдноше-
ння робiт, затрачених на стискання газу в першому й другому
випадках.

8.2.3. Три молi (𝜈 = 3 моль) iдеального газу, який мав
температуру 𝑇 = 273 К, iзотермiчно розширили в п’ять разiв
(𝑛 = 5), а далi iзохорно нагрiли так, що тиск став дорiвнюва-
ти його початковому значенню. Протягом усього процесу газ
одержав кiлькiсть теплоти 𝑄 = 80 кДж. Визначити показник
адiабати 𝛾 цього газу.

8.2.4. Воду масою 𝑚1 = 5 кг i 𝑇1 = 280 К змiшали з водою
масою𝑚2 = 8 кг i 𝑇2 = 350 К. Знайти: 1) температуру сумiшi 𝜃;
2) змiну ентропiї Δ𝑆 пiд час змiшування. Питома теплоємнiсть
води 𝑐 = 4.2 кДж/(кг·К).
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8.2.5. Парова машина потужнiстю 𝑃 = 14.7 кВт витрачає за
одну годину роботи вугiлля масою 𝑚 = 8.1 кг з теплотворною
здатнiстю 𝑞 = 3.3 · 107 Дж/кг. Температура котла 𝑇1 = 473 К,
охолодника 𝑇2 = 331 К. Знайти фактичний ККД машини й
порiвняти його з ККД iдеальної теплової машини, яка працює
за циклом Карно в iнтервалi тих самих температур.

Варiант 8.3

8.3.1. Знайти ефективний показник адiабати 𝛾 для сумi-
шi газiв, яка мiстить гелiй масою 𝑚1 = 10 г i водень масою
𝑚2 = 4 г.
8.3.2. Кисень займає об’єм 𝑉1 = 1 м3 i знаходиться пiд ти-

ском 𝑃1 = 0.2 МПа. Спочатку газ було нагрiто при сталому
тиску до об’єму 𝑉2 = 3 м3, а потiм при сталому об’ємi — до
тиску 𝑃2 = 0.5 МПа. Визначити: 1) змiну внутрiшньої енергiї
газу Δ𝑈 ; 2) виконану газом роботу 𝐴; 3) кiлькiсть теплоти 𝑄,
переданої газу.
8.3.3. Повiтря, що перебувало пiд тиском 𝑃1 = 100 кПа, бу-

ло адiабатично стиснуте до 𝑃2 = 1 МПа. Розрахувати тиск 𝑃3,
який установиться, коли стиснуте повiтря охолоне до початко-
вої температури при незмiнному об’ємi.
8.3.4. Обчислити змiну ентропiї, якщо повiтря масою

𝑚 = 2 г переходить вiд об’єму 𝑉1 = 2 · 10−3 м3 при тиску
𝑃1 = 3 ·105 Па до об’єму 𝑉2 = 6 ·10−3 м3 при тиску 𝑃2 = 105 Па.
8.3.5. У машинi, що працює за циклом Карно, температура

нагрiвника в 𝑛 разiв бiльша за температуру охолодника. Яку
частину теплоти, одержану за один цикл вiд нагрiвника, робо-
че тiло вiддає охолоднику?

Варiант 8.4

8.4.1. Яка кiлькiсть теплоти𝑄 видiлиться, якщо азот масою
𝑚 = 1 г при температурi 𝑇 = 280 К i початковому тиску
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𝑃1 = 105 Па iзотермiчно стиснути до 𝑃2 = 1 МПа?

8.4.2. Знайти молярну масу газу, якщо для iзобарного на-
грiвання пiвкiлограма (𝑚 = 0.5 кг) цього газу на Δ𝑇 = 10 К
потрiбно тепла на Δ𝑄 = 1.48 кДж бiльше, нiж для iзохорного
нагрiвання тiєї самої маси газу до тiєї самої температури.

8.4.3. Кисень нагрiвають при сталому тиску вiд 𝑇1 = 323 К
до 𝑇2 = 373 К. Маса кисню 𝑚 = 0.16 кг. Знайти змiну внутрi-
шньої енергiї Δ𝑈 та ентропiї Δ𝑆 у цьому процесi.

8.4.4. Холодильна машина, що працює за оберненим циклом
Карно, виконує за один цикл роботу 𝐴 = 37 кДж. При цьому
вона вiдбирає тепло вiд тiла з температурою 𝑇2 = −10 ∘С i
передає його тiлу з температурою 𝑇1 = 17 ∘С. Знайти ККД
циклу, кiлькiсть теплоти 𝑄2, вiдiбраної вiд холодного тiла за
один цикл, i кiлькiсть теплоти 𝑄1, переданої бiльш гарячому
тiлу за один цикл.

8.4.5. Змiна ентропiї мiж адiабатами в циклi Карно
Δ𝑆 = 4200 Дж/К. Рiзниця температур мiж iзотермами
Δ𝑇 = 100 К. Яка кiлькiсть теплоти перетворюється на роботу
в цьому циклi?

Задачi для повторення шкiльної програми

8.Ш.1. При зменшеннi об’єму одноатомного газу в 3,6 раза
його тиск збiльшився на 20 %. Як змiнилася внутрiшня енергiя
газу?

Вiдповiдь: зменшилася в три рази.

8.Ш.2. Повiтря, що знаходиться в цилiндричнiй посудинi
пiд невагомим поршнем, займає об’єм 7 л i має температуру
280 К. Обчислити роботу, виконану повiтрям пiд час його на-
грiвання до 296 К, за умови, що атмосферний тиск залишався
незмiнним i дорiвнював 105 Па.

Вiдповiдь: 𝐴 = 40 Дж.
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8.Ш.3. Об’єм кисню масою 160 г, температура якого ста-
новить 27 ∘C, пiд час iзобарного нагрiвання збiльшився вдвiчi.
Визначити роботу газу при розширеннi, кiлькiсть теплоти, яку
було витрачено на нагрiвання кисню, i змiну його внутрiшньої
енергiї. Питома теплоємнiсть кисню при сталому тиску дорiв-
нює 920 Дж/(кг·К).

Вiдповiдь: 𝐴 = 12.5 кДж; 𝑄 = 43.63 кДж; Δ𝑈 = 31.16 кДж.

8.Ш.4. Щоб охолодити 200 г води, яка має температуру
25 ∘С, у неї кидають куски льоду об’ємом 6.4 см3 кожний, тем-
пература яких −5 ∘С. Скiльки треба кинути кускiв для охоло-
дження води до 5 ∘С? Для розрахунку використати:
𝑐в = 4200 Дж/(кг·К); 𝑐л = 2100 Дж/(кг·К); 𝜌л = 900 кг/м3;
𝜆л = 3.3 · 105 Дж/кг.

Вiдповiдь: 8 кускiв.

8.Ш.5. В алюмiнiєвий чайник, маса якого 400 г, налили 2 кг
води при температурi 10 ∘C i поставили на газовий пальник, що
має ККД 40 %. Яка потужнiсть пальника, якщо через 10 хв во-
да закипiла, причому 20 г її википiло? Для розрахунку взяти:
𝑐
Al
= 380 Дж/(кг·К); 𝑐в = 4200 Дж/(кг·К); 𝑟в = 2.3 ·106 Дж/кг.
Вiдповiдь: 𝑃 = 3.4 кВт.

8.Ш.6. Iдеальна теплова машина працює за циклом Карно.
При цьому 80 % теплоти, одержаної вiд нагрiвника, передає-
ться охолоднику, температура якого 0 ∘C. Визначити темпера-
туру нагрiвника й коефiцiєнт корисної дiї теплової машини.

Вiдповiдь: 𝑇1 = 341 К; 𝜂 = 0.2.

8.Ш.7. Iдеальна теплова машина, для якої охолодником є
повiтря при нормальних умовах, пiднiмає вантаж масою 400 кг.
Робоче тiло машини одержує вiд нагрiвника, температура яко-
го становить 200 ∘C, кiлькiсть теплоти 8 · 104 Дж. На яку ма-
ксимальну висоту пiднiмає вантаж теплова машина? Тертям
знехтувати.
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Вiдповiдь: ℎ = 8.46 м.
8.Ш.8. Визначити внутрiшню енергiю гелiю, що заповнює

аеростат об’ємом 60 м3 при тиску 105 Па.
Вiдповiдь: 𝑈 = 9 · 106 Дж.
8.Ш.9.Яку кiлькiсть теплоти необхiдно передати водню ма-

сою𝑚 = 12 г, щоб нагрiти його на Δ𝑇 = 50 К за умов сталостi:
а) тиску; б) об’єму? (Питома теплоємнiсть водню при сталому
тиску 𝑐

𝑃
= 14 · 103 Дж/(кг·К).)

Вiдповiдь: 𝑄
𝑃
= 8.4 кДж; 𝑄

𝑉
= 6.23 кДж.

8.Ш.10. Кисень масою 3 кг при температурi 320 К охоло-
джують iзохорно, унаслiдок чого його тиск зменшується в три
рази. Потiм газ iзобарно розширюють так, що його темпера-
тура досягає початкового значення. Яку роботу виконав газ?
Знайти змiну його внутрiшньої енергiї.

Вiдповiдь: 𝐴 = 166 кДж; Δ𝑈 = 0.
8.Ш.11. Кисень нагрiвають при сталому тиску 80 кПа. При

цьому його об’єм збiльшується вiд 𝑉1 = 1 м3 до 𝑉2 = 3 м3. Ви-
значити: збiльшення внутрiшньої енергiї кисню; роботу, вико-
нану киснем пiд час розширення; кiлькiсть теплоти, переданої
кисню.

Вiдповiдь: Δ𝑈 = 400 кДж; 𝐴 = 160 кДж; 𝑄 = 560 кДж.
8.Ш.12. Яку масу сталi, температура якої становить 20 ∘C,

можна розплавити в печi з ККД 50 %, спаливши 2 т кам’-
яного вугiлля? Для розрахунку взяти 𝑐ст = 460 Дж/(кг·К);
𝜆ст = 82 · 103 Дж/кг; 𝑡пл = 1400 ∘C; питома теплота згорання
вугiлля 𝑞 = 2.9 · 106 Дж/кг.

Вiдповiдь: 𝑚ст = 4 т.
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Роздiл 9

ЯВИЩА ПЕРЕНОСУ

Н
ом

ер
ф
ор
м
ул
и

Формула Назва формули Пояснення

1 2 3 4

9.1 ⟨𝑧⟩ =
√
2𝜋𝑑2еф𝑛⟨𝜐⟩ Кiлькiсть зiтк-

нень молекул
газу за одиницю
часу

𝑑еф – ефектив-
ний дiаметр
молекули;
⟨𝜐⟩ – середня
арифметична
швидкiсть
молекул

9.2 ⟨𝜆⟩ = ⟨𝜐⟩
⟨𝑧⟩ =

1√
2𝜋𝑑2

еф
𝑛

Середня довжи-
на вiльного про-
бiгу молекули

𝑛 – концентра-
цiя молекул

9.3 𝑑𝑀 = −𝐷 𝑑𝜌
𝑑𝑥𝑑𝑆⊥𝑑𝑡 Рiвняння дифу-

зiї (закон Фiка)
𝑑𝑀 – маса га-
зу, що переноси-
ться через пло-
щадку 𝑑𝑆⊥ за
час 𝑑𝑡; 𝜌 – гу-
стина газу

9.4 𝐷 =1
3⟨𝜆⟩⟨𝑣⟩ Коефiцiєнт

дифузiї
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1 2 3 4

9.5 𝑑𝐹 = 𝜂
⃒⃒
𝑑𝑢
𝑑𝑧

⃒⃒
𝑑𝑆 Сила внутрi-

шнього тертя
(закон Ньюто-
на)

𝑑𝑢
𝑑𝑧 – градiєнт
швидкостi ру-
ху шарiв; 𝑢 –
швидкiсть руху
шару

9.6 𝜂 =1
3𝜌⟨𝜆⟩⟨𝑣⟩ = 𝜌𝐷 Коефiцiєнт

в’язкостi
𝜌 – густина
середовища

9.7 𝑑𝑄 = −κ𝑑𝑇
𝑑𝑥𝑑𝑆𝑑𝑡 Рiвняння тепло-

провiдностi (за-
кон Фур’є)

𝑑𝑄 – кiлькiсть
тепла, яке
переноситься
через площадку
𝑑𝑆 за час 𝑑𝑡;
𝑑𝑇
𝑑𝑥 – градiєнт
температури

9.8 κ =1
3𝑐𝑉 𝜌⟨𝜆⟩⟨𝑣⟩ =

= 𝜂𝑐
𝑉
= 𝜌𝑐

𝑉
𝐷

Коефiцiєнт те-
плопровiдностi
газу

𝑐
𝑉
– питома те-

плоємнiсть газу
при сталому
об’ємi

Приклад 9.1. Знайти середню довжину вiльного пробiгу
⟨𝜆⟩ молекул гелiю при температурi 𝑇 = 273 К i тиску
𝑃 = 101.3 кПа, якщо коефiцiєнт в’язкостi гелiю 𝜂 = 13 мкПа·с.

Розв’язання. Коефiцiєнт в’язкостi визначається формулою

𝜂 =
1

3
⟨𝑣⟩ ⟨𝜆⟩ 𝜌,
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де

⟨𝑣⟩ =

√︃
8𝑅𝑇

𝜋𝜇
(Π9.1)

— середня арифметична швидкiсть молекул.
Густину 𝜌 знайдемо з рiвняння Клапейрона – Менделєєва

(𝜌 = 𝑚/𝑉 ):

𝜌 =
𝑃𝜇

𝑅𝑇
, (Π9.2)

де 𝜇 = 4 · 10−3 кг/моль — молярна маса гелiю.
З формули (9.6) виразимо ⟨𝜆⟩ i пiдставимо це рiвняння в

формули (Π9.1), (Π9.2):

⟨𝜆⟩ = 3𝜂

⟨𝑣⟩ 𝜌
=

3𝜂

2𝑃

√︃
𝜋𝑅𝑇

2𝜇
.

Числовий розрахунок дає ⟨𝜆⟩ = 1.82 · 10−9 м.
Приклад 9.2. Лiтак має швидкiсть 𝑣 = 720 км/год. Ува-

жаючи, що шар повiтря бiля крила лiтака, який захоплюється
внаслiдок в’язкостi, має товщину Δ𝑧 = 4 см, знайти доти-
чну силу, яка дiє на кожний квадратний метр поверхнi крила.
Ефективний дiаметр як молекули азоту, так i молекули кисню
𝑑еф = 3 · 10−10 м. Температура повiтря 𝑇 = 0 ∘С.

Розв’язання. Сила внутрiшнього тертя визначається форму-
лою

𝐹 =

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑝

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
= 𝜂

Δ𝑣

Δ𝑧
𝑆.

При цьому сила тертя на одиницю поверхнi крила буде та-
кою:

𝐹

𝑆
= 𝜂

Δ𝑣

Δ𝑧
.

У цих формулах 𝜂 — коефiцiєнт в’язкостi, який можна роз-
рахувати за формулою (9.6):

𝜂 =
1

3
⟨𝜆⟩ ⟨𝑣⟩ 𝜌,
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де ⟨𝜆⟩ — середня довжина вiльного пробiгу молекул,

⟨𝜆⟩ = 1√
2𝜋𝑑2еф𝑛

.

Крiм того, коефiцiєнт в’язкостi 𝜂 залежить вiд середньої
арифметичної швидкостi руху молекул повiтря

⟨𝑣⟩ =

√︃
8𝑅𝑇

𝜋𝜇
.

Густина визначається рiвнянням стану iдеального газу:

𝜌 =
𝑃𝜇

𝑅𝑇
.

Градiєнт швидкостi Δ𝑣
Δ𝑧 у цiй задачi можна записати таким

чином: Δ𝑣
Δ𝑧 = 𝑣

Δ𝑧 , оскiльки Δ𝑣 = 𝑣 − 0 = 𝑣. Тодi остаточно
будемо мати

𝐹

𝑆
=

2

3𝜋𝑑2еф𝑁𝐴

√︂
𝜇𝑅𝑇

𝜋

𝑣

Δ𝑧
= 9 · 10−2 Н/м2.

Варiант 9.1

9.1.1. Густину газу збiльшили в два рази (𝑘1 = 2), темпера-
туру зменшили в чотири рази (𝑘2 = 4). Як змiниться середня
кiлькiсть зiткнень молекул за одиницю часу?
9.1.2. Знайти середню довжину вiльного пробiгу й часто-

ту зiткнень молекул вуглекислого газу СО2 при температурi
𝑇 = 300 К i тиску 𝑃 = 10 Па. Ефективний дiаметр молекули
СО2 𝑑еф = 3.2 Å.
9.1.3. Знайти коефiцiєнт теплопровiдностi гелiю, з якого

складається атмосфера Сонця. Температура сонячної поверхнi
𝑇 = 6 · 103 К. Ефективний дiаметр атома гелiю 𝑑еф = 2.18 Å.
9.1.4. Знайти коефiцiєнт дифузiї водню при нормальних умо-

вах. Як змiниться ця величина, якщо пiдвищити температуру
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водню до 𝑇2 = 600 К при сталому тиску? Ефективний дiаметр
молекули водню 𝑑еф = 2.3 Å.
9.1.5. Обчислити коефiцiєнт теплопровiдностi водню, кое-

фiцiєнт в’язкостi якого 𝜂 = 8.6 мкПа·с.

Варiант 9.2

9.2.1. Знайти середню частоту зiткненнь ⟨𝑧⟩, яких зазнають
атоми аргону (𝜇 = 40·10−3 кг/моль) при 𝑇 = 290К i 𝑃 = 15Па.
Ефективний дiаметр атома аргону 𝑑еф = 2.9 · 10−10 м.
9.2.2. Посудина об’ємом 𝑉 = 5 · 10−3 м3 мiстить 𝑁 = 1023

молекул одноатомного газу. Коефiцiєнт теплопровiдностi газу
κ = 8.4 · 10−3 Вт/(м·К). Знайти коефiцiєнт дифузiї газу.
9.2.3.При нормальних умовах коефiцiєнт внутрiшнього тер-

тя азоту 𝜂 = 1.7 · 10−5 Па·с. Розрахувати середню довжину
вiльного пробiгу ⟨𝜆⟩ молекул азоту.
9.2.4. Якою повинна бути гранична концентрацiя 𝑛 моле-

кул газу всерединi сферичної посудини, щоб вони не зiштов-
хувалися одна з одною? Ефективний дiаметр молекул газу
𝑑еф = 3 · 10−10 м, дiаметр посудини 𝐷 = 15 см.
9.2.5. Яка сила опору виникає при в’язкому тертi в умовах

обтiкання повiтрям крил лiтака Ан-225 “Мрiя” при швидкостi
𝑣 = 792 км/год, якщо на вiдстанi Δ𝑧 = 4.4 cм вiд поверхнi
крила повiтря є нерухомим, а площа крила 𝑆 = 905 м2? Тем-
пература повiтря 𝑇 = −23 ∘С. Ефективний дiаметр молекул
азоту й кисню 𝑑еф = 3 · 10−10 м. Молекулярна маса повiтря
𝜇 = 29 · 10−3 кг/моль.
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ДОДАТОК

Унiверсальнi фiзичнi сталi

𝐺 = 6.674 · 10−11 H·м2/кг2 Гравiтацiйна стала Закон всесвiтнього
тяжiння

𝑐 = 299 792 458 м/с Швидкiсть пошире-
ння свiтла у вакуумi

𝑐 ≈ 3 · 108 м/с

𝑘 = 1.38 · 10−23 Дж/К Стала Больцмана Ентропiя термоди-
намiчної системи

𝑁
A
= 6.02 · 1023 моль−1 Число Авогадро Кiлькiсть молекул

(атомiв) в 1 молi
речовини

𝑅 = 8.31 Дж/(К·моль) Унiверсальна газова
стала

𝑅 = 𝑘 𝑁
𝐴

Деякi характеристики планети Земля

𝑀
3
= 6.0 · 1024 кг Маса Землi

𝐿
3

= 4.0 · 107 м Довжина меридiана Застарiле означення
метра

𝑅
3
= 𝐿

3
/(2𝜋) Радiус Землi

(середнiй)
𝑅

3
≈ 6.4 · 106 м

𝑔 = 𝐺𝑀
3
/𝑅2

3
Прискорення вiль-
ного падiння

𝑔 ≈ 10 м/с2

(у розрахунках)

𝜇
пов

= 29 · 10−3 кг/моль Молярна маса повi-
тря

𝛾
пов

= 1.4 Показник адiабати N2:O2 ≈ 80 : 20 –
склад повiтря

𝑇
норм

= 0 ∘C Нормальнi умови 𝑇
норм

≈ 273 K

𝑃
норм

= 1 атм Нормальнi умови 𝑃
норм

≈ 105 Па
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Похiднi. Загальнi правила

𝑑(𝑓+𝑔)
𝑑𝑥 = 𝑑𝑓

𝑑𝑥 +
𝑑𝑔
𝑑𝑥

𝑑(𝐶𝑓)
𝑑𝑥 = 𝐶 𝑑𝑓

𝑑𝑥 (𝐶 = const)

𝑑(𝑓 𝑔)
𝑑𝑥 = 𝑑𝑓

𝑑𝑥 𝑔 + 𝑓 𝑑𝑔
𝑑𝑥

𝑑
(︁
𝑓
𝑔

)︁
𝑑𝑥 =

𝑑𝑓
𝑑𝑥 𝑔−𝑓 𝑑𝑔

𝑑𝑥
𝑔2

𝑑
𝑑𝑥 [𝑓 (𝑔(𝑥))] = 𝑑𝑓

𝑑𝑔
𝑑𝑔
𝑑𝑥

𝑑𝑥
𝑑𝑦 =

(︁
𝑑𝑦
𝑑𝑥

)︁−1

(𝑑𝑦𝑑𝑥 ̸= 0)

Похiднi деяких функцiй

𝑑𝐶
𝑑𝑥 = 0 𝑑𝑥

𝑑𝑥 = 1

𝑑
𝑑𝑥 (𝑥

𝛼) = 𝛼𝑥𝛼−1 𝑑
𝑑𝑥 (exp

𝑥) = exp𝑥

𝑑
𝑑𝑥 (sin𝑥) = cos𝑥 𝑑

𝑑𝑥 (cos𝑥) = − sin𝑥

𝑑
𝑑𝑥 (ln𝑥) = 1

𝑥
𝑑
𝑑𝑥 (tg 𝑥) = 1

cos2 𝑥

Формула Ньютона – Лейбнiца
𝑏∫︁

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎), де𝐹 (𝑥) − первiсна функцiї 𝑓 (𝑥)

Невизначенi iнтеграли (первiснi) деяких функцiй1∫︀
𝑑𝑥 = 𝑥

∫︀
𝑥𝛼 𝑑𝑥 = 𝑥𝛼+1

𝛼+1 (𝛼 ̸= −1)∫︀
𝑑𝑥
𝑥 = ln𝑥

∫︀
exp𝑥 𝑑𝑥 = exp𝑥∫︀

sin𝑥 𝑑𝑥 = − cos𝑥
∫︀
cos𝑥 𝑑𝑥 = sin𝑥∫︀

𝑑𝑥
1+𝑥2

= arctg 𝑥
∫︀

𝑑𝑥
1−𝑥2

= ln
⃒⃒
1−𝑥
1+𝑥

⃒⃒

1До правої частини кожної рiвностi може буде додано довiльну сталу.
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ВIДПОВIДI

Роздiл 1
1.1.1. ⟨𝑣⟩ = −𝐵 + 𝐶(𝑡1 + 𝑡2) = 7 м/с, ⟨𝑎⟩ = 2𝐶 = 4 м/с2.
1.1.2. 𝑦 = 𝐶

√︀
(𝑥− 𝐴)/𝐵, 𝑣⃗ = 2𝐵𝑡𝑖 + 𝐶𝑗⃗, 𝑎⃗ = 2𝐵𝑖⃗,

𝑣 =
√
4𝐵2𝑡2 + 𝐶2, 𝑎 = 2|𝐵|, 𝑎𝜏 = 4𝐵2𝑡√

4𝐵2𝑡2+𝐶2 , 𝑎𝑛 = 2 |𝐵||𝐶|√
4𝐵2𝑡2+𝐶2 ,

𝑅 = 𝑣2

𝑎𝑛
= (4𝐵2𝑡2+𝐶2)3/2

2|𝐵||𝐶| . 1.1.3. 𝑟⃗ = 𝛼𝑡𝑖+1
2𝛼𝛽𝑡

2⃗𝑗, 𝑣⃗ = 𝛼𝑖+𝛼𝛽𝑡𝑗,

𝑎⃗ = 𝛼𝛽𝑗⃗. 1.1.4. ⟨𝑣⟩ = 𝜋𝑅/𝜏 = 𝜋
10 м/с, |⟨𝑣⃗⟩| =

2𝑅
𝜏 = 0.2 м/с,

|⟨⃗𝑎⟩| = 2𝜋𝑅
𝜏2

= 𝜋
50 м/с2. 1.1.5. 𝑠(𝑡) = 𝑣0

𝜈 (1− 𝑒−𝜈𝑡),
𝑎(𝑡) = −𝑣0𝜈𝑒

−𝜈𝑡. 1.2.1. ⟨𝑣⟩ = 𝐵 + 𝐶𝑡𝑓 = 12 м/с,
⟨𝑎⟩ = 2 м/с2. 1.2.2. 𝑣⃗ = 6𝑡𝑖 + 2⃗𝑗, 𝑎⃗ = 6⃗𝑖, 𝑣 = 2

√
9𝑡2 + 1,

𝑎 = 6, 𝑎𝜏 = 2·9𝑡√
9𝑡2+1

, 𝑎𝑛 = 6√
9𝑡2+1

, 𝑅 = 2
3(9𝑡

2 + 1)3/2.

1.2.3. 𝑎⃗ = 2⃗𝑗 + 6𝑡𝑘⃗, 𝑎 = 2
√
1 + 9𝑡2, Δ𝑟⃗ = 𝑡𝑓 𝑖 + 𝑡2𝑓 𝑗⃗ + 𝑡3𝑓 𝑘⃗ =

= 2⃗𝑖 + 4⃗𝑗 + 8𝑘⃗, |Δ𝑟⃗| = 𝑡𝑓
√︁
1 + 𝑡2𝑓 + 𝑡4𝑓 = 2

√
21.

1.2.4. 𝑆 = 𝑘2𝑡2

4 , 𝑣 = 𝑘2𝑡
2 , 𝑎 = 𝑘2

2

√︁
1 + 𝑘4𝑡4

4𝑅2 , cos𝛼 = 2𝑅√
4𝑅2+𝑘4𝑡4

.

1.2.5. 𝑣 = 2
𝜋(1 − cos𝜋𝑡), 𝑠 = 2

𝜋

(︀
𝑡− sin 𝜋𝑡

𝜋

)︀
, 𝑅 = 2

𝜋2
(1−cos𝜋𝑡)2

cos𝜋𝑡 .

1.3.1. 𝑡𝑓 =
𝑎𝑓−2𝐶

6𝐷 , ⟨𝑎⟩ = 𝐶 +
𝑎𝑓
2 = 0.64 м/с2.

1.3.2. 𝑣⃗ = 2𝜔(− sin𝜔𝑡 𝑖⃗ + cos𝜔𝑡 𝑗⃗),
𝑎⃗ = −2𝜔2(cos𝜔𝑡 𝑖⃗ + sin𝜔𝑡 𝑗⃗), 𝑣 = 2𝜔, 𝑎 = 2𝜔2, 𝑎𝜏 = 0,
𝑎𝑛 = 2𝜔2, 𝑅 = 2. 1.3.3. 𝑟⃗ = 𝑡2⃗𝑖 + 𝑡3⃗𝑗 + 𝑡4𝑘⃗,
|Δ𝑟⃗| = 𝑡21

√︀
1 + 𝑡21 + 𝑡41 = 4

√
21. 1.3.4. 𝑣 = 𝑣0𝑒

−𝑟𝑡,
𝑠 =

𝑣0
𝑟 (1− 𝑒−𝑟𝑡). 1.3.5. 𝑣⃗ = 𝑣0(cos𝜔𝑡 𝑖⃗ + sin𝜔𝑡 𝑗⃗),

𝑎⃗ = −𝑣0𝜔(sin𝜔𝑡 𝑖⃗ − cos𝜔𝑡 𝑗⃗), 𝑣 = 𝑣0, 𝑎 = 𝑣0𝜔, 𝛼 = 𝜋
2 .

1.4.1. 𝑎 = −𝑣0
𝜏 , 𝑠(𝑡 < 𝜏 ) = 𝑣0𝑡−

𝑣0𝑡
2

2𝜏 ,

𝑠(𝑡 > 𝜏 ) = 𝑣0(𝜏 − 𝑡) +
𝑣0𝑡

2

2𝜏 . 1.4.2. 𝑣⃗ = 6 𝑡 𝑖⃗ + 8 𝑡 𝑗⃗, 𝑣 = 10𝑡,
𝑎⃗ = 6 𝑖⃗ + 8 𝑗⃗, 𝑎 = 10, 𝑎𝜏 = 10, 𝑎𝑛 = 0, 𝑠(𝑡𝑓) = 5𝑡2𝑓 = 500.
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1.4.3. 𝑎⃗ = −𝑔𝑗⃗, 𝑎 = 𝑔, 𝑣⃗(𝑡) = 𝑣0 𝑖⃗ − 𝑔𝑡𝑗, 𝑣 =
√︁

𝑣2
0
+ 𝑔2𝑡2,

𝑟⃗(𝑡) = 𝑣0𝑡𝑖 +
(︁
ℎ− 𝑔𝑡2

2

)︁
𝑗⃗, 𝑎𝜏 = 𝑔 𝑔𝑡√

𝑣2
0
+𝑔2𝑡2

, 𝑎𝑛 = 𝑔
𝑣0√

𝑣2
0
+𝑔2𝑡2

,

𝑅 =
(𝑣2

0
+𝑔2𝑡2)3/2

𝑔𝑣0
. 1.4.4. 𝑎 = 𝑘2

2 , 𝑣 = 𝑘2𝑡
2 , ⟨𝑣⟩ =

𝑘
√
𝑆1
2 .

1.4.5. 𝑅 = 𝑐3

2𝑏𝑆 , 𝑎 =

√︁
𝑐2 + 𝑏2

(︀
2𝑆
𝑐

)︀4
.

Роздiл 2
2.1.1. 𝑣 = 𝑚𝑔2 cos𝛼

2𝑘 sin2 𝛼
, 𝑠 = 𝑚2𝑔3 cos𝛼

6𝑘2 sin3 𝛼
.

2.1.2. 𝑣 = 𝑚𝑔
𝛼

(︀
1− exp

(︀
− 𝛼

𝑚𝑡
)︀)︀
,

𝑠 = 𝑚𝑔
𝛼

[︀
𝑡 + 𝑚

𝛼

(︀
exp(− 𝛼

𝑚𝑡)− 1
)︀]︀
, 𝑣∞ = 𝑚𝑔

𝛼 . 2.1.3. 𝑡 ≤
𝜇𝑚𝑔
𝑏 ⇒

⇒ 𝑠 = 0, 𝑡 > 𝜇𝑚𝑔
𝑏 ⇒ 𝑠 = 𝑏

6𝑚

(︀
𝑡− 𝜇𝑚𝑔

𝑏

)︀3
. 2.1.4. Δ𝑝 = 𝜏 4⃗𝑖+ 𝜏 2⃗𝑗.

2.1.5.𝑅𝐶 = 𝑚
𝑀+𝑚𝐿𝑀𝑚

≈ 4600 км. 2.2.1. 𝐹 = −𝑚𝜔2(𝑥𝑖+𝑦𝑗⃗),

𝐹 = 𝑚𝜔2
√︀

𝑥2 + 𝑦2. 2.2.2. 𝑣 = 𝑚𝑔
𝑟 · 𝑛−1

𝑛

(︀
1− exp(− 𝑟

𝑚𝑡)
)︀
.

2.2.3. 𝑦 = 𝑏 𝑥3

6𝑚𝑣3
0

. 2.2.4. 𝑝 = 2𝜏
𝜋 𝐹0. 2.2.5. 𝑋𝐶 = 1

6𝑙.

2.3.1. 𝑦 = ℎ− 𝑔𝑥2 sin𝛼
2𝑣20

. 2.3.2. 𝑣(𝑡) = 𝑣0 exp
(︀
− 𝑟

𝑚 𝑡
)︀
,

𝑠(𝑡) =
𝑣0𝑚

𝑟

(︀
1− exp

(︀
− 𝑟

𝑚 𝑡
)︀)︀
. 2.3.3. 𝑦 = 𝑥2/3.

2.3.4. 𝑡𝐵 − 𝑡𝐴 = |Δ𝑝 |
𝑚𝑔 . 2.3.5. 𝑋𝐶 = 5

9𝑙.

2.4.1. 𝑦 = ℎ + 𝑥 tg𝛼 − 𝑔𝑥2

2𝑣2
0
cos2 𝛼

. 2.4.2. 𝑣(𝑡) =
√︁

𝑣2
0
+ 𝛼

𝑚𝑡.

2.4.3. 𝑠(𝑡) =
𝐹0
𝑚𝜔2

(𝜔𝑡− sin𝜔𝑡). 2.4.4. 𝑣 =

√︁
𝑔
𝑙2−𝑙2

0
𝑙 .

2.4.5. 𝑋𝐶 = 3
4𝐻.

Роздiл 3
3.1.1. 𝜀 = 2𝜋𝜈

Δ𝑡 = 𝜋 рад/c2, 𝑁 = 𝜈Δ𝑡
2 = 25 c.

3.1.2. 𝑎𝑛 = (𝐵 + 3𝐶 𝑡2)2𝑅 = 115.2 м/с2, 𝑎𝜏 = 6𝑅𝐶 𝑡 =

= 0.6 м/с2, 𝑎 = 𝑅
√︀

(𝐵 + 3𝐶 𝑡2)4 + 36𝐶2 𝑡2 = 115.2 м/с2.
3.1.3. 𝜔(𝑡) = 𝑎

𝑏 +
(︀
𝜔0 − 𝑎

𝑏

)︀
exp−𝑏𝑡.

3.1.4. 𝐹 = 4𝜋
5
𝑀3𝑅3
𝑇 2 = 1.28 · 1022 H.

3.1.5. ℎц/ℎк =
(︁
1 +

𝐽ц
𝑚ц𝑅

2
ц

)︁⧸︁(︁
1 +

𝐽к
𝑚к𝑅

2
к

)︁
= 15/14.
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3.2.1. 𝜀 =
2𝜋𝜈0
𝑡 = 𝜋

6 рад/c2, 𝑁 =
𝜈0𝑡

2 = 150.

3.2.2. 𝐽 = 𝑚𝑅2
(︁
𝑔𝑡2

2ℎ − 1
)︁
= 2.25 кг·м2.

3.2.3. 𝑃 = 𝐽 4𝜋2𝜈2

𝜏 ≈ 400 кВт. 3.2.4. 𝑎 = 𝑔 4𝑚𝑅2

𝐽+5𝑚𝑅2 ⇒ 𝑎п =
2
3𝑔,

𝑎c = 8
11𝑔, 𝐹 = 𝑚𝑔 𝑚𝑅2−𝐽

𝐽+5𝑚𝑅2 ⇒ 𝐹п = 0, 𝐹c = 1
11𝑚𝑔.

3.2.5. 𝑁 =
3𝑅𝜔2

0
16𝜋𝜇𝑔 = 15. 3.3.1. Δ𝑎𝜏

𝑑𝑡 = 6𝐷𝑅 = 0.3 м/с3.

3.3.2. 𝜔 =
2𝑣0
𝐷

𝜏2

(𝑡+𝜏)2
, 𝜀 = −4𝑣0

𝐷
𝜏2

(𝑡+𝜏)3
, 𝜙 =

2𝑣0𝜏

𝐷
𝑡

𝑡+𝜏 .

3.3.3. 𝑁 = 1
2𝜈0Δ𝑡 = 105, 𝑀 =

𝜋𝜈0 𝑚𝐷2

4Δ𝑡 ≈ 0.044 H·м.
3.3.4. 𝑀 = −2

5 𝑚𝑅2 𝐵
𝜏2
exp
(︀
− 𝑡

𝜏

)︀
. 3.3.5. 𝜇 =

𝜋𝜈0𝑚𝐷

2𝐹𝜏 = 0.4.

3.4.1. 𝑁 = 𝜋
𝜈2
2
−𝜈2

1
𝜀 ≈ 21.6, Δ𝑡 = 2𝜋

𝜈2−𝜈1
𝜀 ≈ 7.85 c.

3.4.2. 𝜔 = 2𝐵 𝑡+3𝐶 𝑡2, 𝑣 = 1
2 𝐷 (2𝐵 𝑡+3𝐶 𝑡2), 𝜀 = 2𝐵 +6𝐶 𝑡,

𝑎𝜏 = 𝐷 (𝐵 + 3𝐶 𝑡). 3.4.3. 𝑎 = 𝑔 𝑚1−𝑚2

𝑚1+𝑚2+
1
2𝑚

= 1
8𝑔.

3.4.4. 𝑎1/𝑎2 =
(︁
1 + 𝐽2

𝑚2𝑅
2
2

)︁⧸︁(︁
1 + 𝐽1

𝑚1𝑅
2
1

)︁
= 3

4.

3.4.5. 𝜔 = 𝑚𝑣𝑅
𝐽+𝑚𝑅2 ≈ 𝑚𝑣𝑅

𝐽 = 1.5 рад/с.

Роздiл 4
4.1.1. ℎ = 𝑚2𝑣2

2𝑔(𝑀+𝑚)2
= 72 мм. 4.1.2. 𝑣1 =

𝑚2𝑣2 cos𝛼

𝑚1
= 0.2 м/с.

4.1.3. 𝐴 = 1
2(𝑚1 + 𝑚2)𝑔(𝑙2 − 𝑙1) = 4.9 Дж.

4.1.4. 𝐴 = 𝑚
2

(︀
(𝐷 +𝐵 𝑡2 + 𝐶 𝑡22)

2 − (𝐷 +𝐵 𝑡1 + 𝐶 𝑡21)
2
)︀

=

= 60 MДж. 4.1.5. 𝑣2 =
√︁

2𝐹𝑅
𝑚 + 𝑣2

1
= 16 м/с.

4.2.1. 𝑝
Σ
= 2

3𝑚
√
2𝑔𝑙 = 5 кг·м/с.

4.2.2.
𝑚1
𝑚2

= 2 cos𝛼 + 1. 4.2.3. ⟨𝑁⟩ = 1
2𝜇𝑚𝑔𝑣0 = 1.5 Вт.

4.2.4. ℎmax = 𝑅3. 4.2.5. 𝑣0 =
√
𝜇𝑔𝑙 = 2.5 м/с.

4.3.1. 𝐴
Σ
(𝑡) = 𝑚𝛼4𝑡2

8 . 4.3.2. Δ𝐸
𝐾

= −𝑚1𝑚2(𝑣⃗1−𝑣⃗2)
2

2(𝑚1+𝑚2)
.

4.3.3. 𝐸
𝐾
= 𝑀2𝜏2

2𝐽 = 2 кДж.

4.3.4. ℎ1 =
ℎ2

2(𝐻2+ℎ2)

(︁
ℎ2 +

√︁
ℎ2
2
+ 4(𝐻2 + ℎ2)𝐻1

)︁
≈ 1.33 м.

4.3.5. 𝜇 =
√
2−1
2 ≈ 0.2. 4.4.1. 𝑣 = 2𝜋𝜈1𝑅

𝑚1
𝑚1+2𝑚2

≈ 0.942 м/с.
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4.4.2. 𝜂 =
𝑚1

𝑚1+𝑚2
= 97.5%. 4.4.3. 𝑣 =

(︀
𝑀
2𝑚 − 1

6

)︀√
6𝑔𝑙 sin 𝛼

2 ,

𝑣0 =
(︀
𝑀
2𝑚 + 1

6

)︀√
6𝑔𝑙 sin 𝛼

2 . 4.4.4. 𝑡 =
2𝑙√
𝑔ℎ

= 4 c. 4.4.5. 𝛼 = 𝜋
2 .

Роздiл 5

5.1.1. 𝑣𝑥 = 𝑐

√︂
1−

(︁
1− 𝑣

′2
𝑥
𝑐2

)︁ (︀
𝑙
𝑙′
)︀2 ≈ 0.426𝑐, 𝑣0 =

𝑣𝑥−𝑣′𝑥
1−𝑣𝑥𝑣′𝑥/𝑐2

≈

≈ 0.341𝑐. 5.1.2. 𝐴 =
𝑚0𝑐

2

√
1−𝑣2

2
/𝑐2

− 𝑚0𝑐
2

√
1−𝑣2

1
/𝑐2

= 5
12𝑚0𝑐

2,

𝐴
𝐾
=

𝑚0(𝑣
2
2
−𝑣2

1
)

2 = 0.14 𝑚0𝑐
2, 𝐴

𝐾
< 𝐴.

5.1.3. 𝑣 ≈ 𝑐
(︁
1− 1

2

(︀𝑐𝜏0
𝑙

)︀2)︁
= 0.995𝑐.

5.1.4. 𝐹 = 𝐼
𝑒𝑐

√︀
𝐸

𝐾
(𝐸

𝐾
+ 2𝑚0𝑐

2), 𝑃 =
𝐼𝐸

𝐾
𝑒 .

5.1.5. 𝑎 = 𝐹
𝑚𝑒

1
(1+𝐸

𝐾
/𝑚𝑒𝑐2)3

= 8
27

𝐹
𝑚𝑒
.

5.2.1. 𝑣 = 𝑐
√︁

2Δ𝑙
𝑙0

= 10−3𝑐 = 10 · 𝑉3.

5.2.2. Δ𝜏 = 1
2
𝑣2

𝑐2
𝜏 ≈ 14 мс. 5.2.3. 𝑀𝑟 = 35

12𝑚0, 𝑣 = 16±9
35 𝑐,

𝑀0+ = 5
√
6

6 𝑚0 ≈ 2.04𝑚0, 𝑀0− = 7
√
6

6 𝑚0 ≈ 2.86𝑚0.

5.2.4. 𝑠(𝑡) = 𝑚𝑐2

𝐹

(︂√︁
1 +

(︀
𝐹𝑡
𝑚𝑐

)︀2 − 1

)︂
, 𝑣⃗(𝑡) = 𝐹𝑡

𝑚
1√︁

1+( 𝐹𝑡
𝑚𝑐)

2
,

𝑣 = 𝑐√︁
1+(𝑚𝑐

𝐹𝑡 )
2
. 5.2.5. 𝜏0 ≈ 𝑙

𝑐

√︁
2(𝑐−𝑣)

𝑐 = 25 нс.

5.3.1. 𝑣 = 𝑐
√
1− 𝑛2 = 0.6 𝑐. 5.3.2. 𝑈 = 𝑚𝑒𝑐

2

𝑒 (𝐾 − 1).

5.3.3.
𝑝2
𝑝1

=
√︁

𝐾(𝐾+2)
3 = 2

√
2. 5.3.4. 𝐹

𝐿
= 𝐸

𝑅

(︀
𝑣
𝑐

)︀2
=

= 8 · 10−14 Н. 5.3.5. 𝑙 = 𝑙0

√︁
1− 𝑣2

𝑐2
cos2 𝜙 = 3

√
2

5 м.

Роздiл 6
6.1.1. 𝑣max = 0.1 м/с, 𝑎max = 0.5 м/с2.
6.1.2. 𝐹𝜋

6
= 1

2𝑚𝜔2𝐴 = 0.05 H, 𝐹max = 𝑚𝜔2𝐴 = 0.1 H.
6.1.3. 𝑁

1/2
= ln 2

𝜆 = 100, 𝑡
1/2

= 2𝜋 ln 2
𝜆

√︀
𝑚
𝑘 ≈ 100 c.

6.1.4. 𝐴
Σ
=

√
2, 𝜙

0Σ
= 𝜋

4 . 6.1.5. 𝑇 = 2𝜋
(︁

𝜌
𝜌1−𝜌2

)︁1/2√︁
ℎ
𝑔 .
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6.2.1. 𝑇 = 2𝜋 𝐴
𝑣𝑚𝑎𝑥

= 0.03 c, 𝑎𝑚𝑎𝑥 =
𝑣2𝑚𝑎𝑥
𝐴 = 4000 м/с2.

6.2.2. 𝑥
Σ

= 𝐴
Σ
sin(𝑡 + 𝜙

0Σ
), 𝐴

Σ
=

√
5, 𝜙

0Σ
= arctg 2.

6.2.3. 𝑇 = 𝜋
√︁

𝑚𝑙
𝐹 . 6.2.4. 𝑦 = 1

2 − 𝑥2 (−1 ≤ 𝑥 ≤ 1).

6.2.5.
𝜔0−𝜔

𝜔0
= 𝜂2

32𝜋2
≈ 3 · 10−6. 6.3.1. 𝐹 = 4𝜋2𝑚𝐴

𝑇 2 sin 2𝜋𝜏
𝑇 ≈

≈ 1 H, 𝐸 = 2𝑚𝐴2𝜋2

𝑇 2 ≈ 0.2 Дж. 6.3.2. 𝑇 = 2𝜋
√︁

7
5
𝑅−𝑟
𝑔 .

6.3.3. 𝜆 = 𝜋| ln(1−𝜂)|
𝜏

√︁
𝑙
𝑔 ≈ 2 · 10−5. 6.3.4. 𝑇 = 2𝜋

√︁
2𝑘
𝑚 .

6.3.5. 𝜔 =
√︁
𝜔2

0
− 2𝛽2. 6.4.1. 𝜔 =

√︀
−𝑎

𝑥 = 4 c−1,

𝑇 = 2𝜋
𝜔 ≈ 1.57 c, 𝐴 =

√︁
𝑥2 − 𝑣2𝑥

𝑎 ≈ 7.07 см,

𝜙 = arctg
(︀

𝑣
𝑥𝜔

)︀
= 𝜋

4 рад. 6.4.2.𝐴 =
𝑚𝑣0√
𝑘(𝑀+𝑚)

, 𝑇 = 2𝜋
√︁

𝑀+𝑚
𝑘 .

6.4.3. 𝑇 = 2𝜋
√︁

2Δ
𝑔 , 𝐴 = Δ

√
2. 6.4.4. 𝐴 = 2 м, 𝑇 = 2 c,

𝜙0 = 𝜋
2 , 𝑣max ≈ 6.28 м/с, 𝑎max ≈ 20 м/с2, 𝜏 (𝑥 = 0) = 0.5 c.

6.4.5. 𝑇 = 2𝜋
√︁

𝑅3
𝑔 ≈ 5 · 103 c. 6.5.1. 𝐸 = 𝜋𝑑2

4 𝑙𝑗
√︁

𝜇
𝛾𝑅𝑇 .

6.5.2. 𝜉
(︀
5
3𝜆,

1
3𝑇
)︀

= −𝐴
2 . 6.5.3. Δ𝜙 = 2𝜋Δ𝑥

𝑣𝑇 .

6.5.4. 𝑗 = ⟨𝑤⟩
√︁

𝛾𝑅𝑇
𝜇 . 6.5.5. ⟨𝑤⟩ = 𝑁

4𝜋𝑅2

√︁
𝜇

𝛾𝑅𝑇 .

Роздiл 7
7.1.1. 𝑁 = 𝑃𝑉

𝑘𝑇 = 1.28 · 1019, 𝐸 = 5
2𝑃𝑉 = 133 мДж.

7.1.2.
𝑣𝑖

⟨𝑣кв⟩
=
√︁

2𝑚𝑁
𝐴

3𝜇 = 1.29 · 107. 7.1.3.
⟨︀
1
𝑣

⟩︀
=
√︁

2𝑚
𝜋𝑘𝑇 .

7.1.4. Δ𝑁
𝑁 = 4

𝑒

√︀
𝜇

2𝜋𝑅𝑇Δ𝑣, а) Δ𝑁
𝑁 = 3.4 %, б) Δ𝑁

𝑁 = 2.3 %.

7.1.5. 𝑃1 = 𝑃0 exp
(︁
−𝜇𝑔ℎ1

𝑅𝑇

)︁
= 5.54 · 104 Па,

𝑃2 = 𝑃0 exp
(︁
𝜇𝑔ℎ2
𝑅𝑇

)︁
= 1.27 · 105 Па.

7.2.1. 𝜌 = 3𝑃

⟨𝑣кв⟩
2 = 0.74 кг/м3.

7.2.2. 𝑛
𝐻𝑒

=

(︂
𝑃
𝑘𝑇 − 𝜌𝑁

𝐴
𝜇
𝑁2

)︂⧸︁(︂
1− 𝜇

𝐻𝑒
𝜇
𝑁2

)︂
≈ 1.64 · 1025 м−3.

7.2.3. Δ𝑁
𝑁 = 8

√
2

𝜋

√︀
𝜇

𝜋𝑅𝑇 𝑒−
4
𝜋Δ𝑣 = 1.9 · 10−3.

103



7.2.4. ℎ = −𝑅𝑇 ln 𝜂
𝜇𝑔 = 1890 м. 7.2.5. 𝑣 = 𝜔𝑅

𝜙 = 300 м/с.

7.3.1. 𝐸 = 3𝑚𝑅𝑇
2𝜇 = 124 Дж. 7.3.2. ⟨𝑣кв⟩ =

√︁
3𝑃
𝜌 = 632 м/с,

⟨𝑣⟩ =
√︁

8𝑃
𝜋𝜌 = 582 м/с, 𝑣

iм
=
√︁

2𝑃
𝜌 = 516 м/с.

7.3.3. 𝑣 =
√︁

3𝑅𝑇
𝜇2−𝜇1

√︁
ln

𝜇2
𝜇1

= 1610 м/с.

7.3.4. 𝜂
𝜂0

= exp
(𝜇2−𝜇1)𝑔ℎ

𝑅𝑇 = 1.398.

7.3.5. 𝑁
𝐴
= 6𝑅𝑇 ln𝛼

𝜋𝑑3𝑔Δ𝜌Δℎ
= 6.35 · 1023 моль−1.

7.4.1. 𝑛 =
⟨𝑣кв⟩

2

3𝑘𝑇 = 1.88 · 1025 кг−1.

7.4.2. 𝑇 =
𝜇(𝑣2

2
−𝑣2

1
)

4𝑅 ln
𝑣2
𝑣1

= 328 К. 7.4.3. 𝐸 = 5𝑚𝑃
2𝜌 = 50 кДж.

7.4.4. ℎ = 𝑅𝑇 ln𝛼
(𝜇1−𝜇2)𝑔

= 111 км. 7.4.5. ℎ = 𝑅𝑇
𝜇𝑔

𝜂 ln 𝜂
(𝜂−1).

Роздiл 8
8.1.1. 𝑐

𝑃
=

(𝑖+2)(𝜈1+𝜈2)𝑅

2(𝜈1𝜇1+𝜈2𝜇2)
= 992 Дж/(кг·К).

8.1.2. Δ𝑈 = 𝑖
2𝑃 (𝑉2 − 𝑉1) = 400 кДж,

𝐴 = 𝑃 (𝑉2 − 𝑉1) = 160 кДж, 𝑄 = 𝑖+2
2 𝑃 (𝑉2 − 𝑉1) = 560 кДж.

8.1.3. 𝑇2 = 𝑇1𝑛
2/𝑖 = 754 К, 𝐴 =

𝑖𝑚𝑅𝑇1
2𝜇 (𝑛2/𝑖 − 1) = 673 Дж.

8.1.4. Δ𝑆 = (𝑖+2)𝑚𝑅
2𝜇 ln

𝑇2
𝑇1

= 115.2 Дж/К. 8.1.5. 𝑃 = const.

8.2.1. 𝜇 = 𝜌𝑅𝑇
𝑃 = 2 · 10−3 кг/моль, H2,

𝑐
𝑉

= 10.37 кДж/(кг · K), 𝑐
𝑃

= 14.54 кДж/(кг · K).
8.2.2.

𝐴1
𝐴2
=𝑖(𝑛2/𝑖−1)

2 ln𝑛 ≈ 1.4.

8.2.3. 𝛾=1 + (𝑛− 1)
⧸︁(︁

𝑄
𝜈𝑅𝑇 − ln𝑛

)︁
≈ 1.4.

8.2.4. 𝜃 =
𝑚1𝑇1+𝑚2𝑇2

𝑚1+𝑚2
= 323 К, Δ𝑆 = 𝑐(𝑚1 ln

𝜃
𝑇1
−𝑚2 ln

𝑇2
𝜃 ) =

= 303 Дж/К. 8.2.5. 𝜂1 =
𝑃𝑡
𝑞𝑚 = 19.8%. 𝜂2 =

𝑇2−𝑇1
𝑇1

= 30.0%.

8.3.1. 𝛾 = 1 + 2
(︁
𝑚1
𝜇1

+
𝑚2
𝜇2

)︁⧸︁(︁
𝑖1

𝑚1
𝜇1

+ 𝑖2
𝑚2
𝜇2

)︁
= 1.51.

8.3.2. Δ𝑈 = 𝑖
2(𝑃2𝑉2 − 𝑃1𝑉1) = 3.25 МДж,

𝐴 = 𝑃1(𝑉2 − 𝑉1) = 0.4 МДж, 𝑄 = Δ𝑈 + 𝐴 = 3.65 МДж.
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8.3.3. 𝑃3 = 𝑃2

(︁
𝑃1
𝑃2

)︁ 2
𝑖+2

= 518 кПа.

8.3.4. Δ𝑆 = 𝑚𝑅
𝜇 ln

𝑉2
𝑉1

= 0.63 Дж/К.

8.3.5.
𝑄2
𝑄1

=
𝑇2
𝑇1

= 1
𝑛. 8.4.1. 𝑄 = 𝑚𝑅𝑇

𝜇 ln
𝑃2
𝑃1

= 191 Дж.

8.4.2. 𝜇 = 𝑚𝑅Δ𝑇
Δ𝑄 = 28 · 10−3 кг/моль.

8.4.3. Δ𝑈 = 𝑖𝑚𝑅
2𝜇 (𝑇2 − 𝑇1) = 5.19 кДж.

Δ𝑆 = (𝑖+2)𝑚𝑅
2𝜇 ln

𝑇2
𝑇1

= 21 Дж/К. 8.4.4. 𝜂 = 𝑇2−𝑇1
𝑇1

= 0.093,

𝑄2 =
𝐴𝑇2

𝑇1−𝑇2
= 360 кДж, 𝑄1 =

𝐴𝑇1
𝑇1−𝑇2

= 397 кДж.

8.4.5. 𝐴 = Δ𝑆Δ𝑇 = 4.2 · 105 Дж.

Роздiл 9
9.1.1. Не змiниться. 9.1.2. ⟨𝜆⟩ = 𝑘𝑇√

2𝜋𝑑2
еф

𝑃
= 9.1 · 10−4 м,

⟨𝑧⟩ =
4𝑑2

еф
𝑃

𝑘

√︁
𝜋𝑅
𝜇𝑇 = 4.2 · 105 с−1.

9.1.3. κ = 𝑘
𝜋𝑑2

еф

√︁
𝑅𝑇
𝜋𝜇 = 0.185 Вт/(м·К).

9.1.4. 𝐷1 = 2
3

𝑘𝑇1
𝜋𝑑2

еф
𝑃

√︁
𝑅𝑇1
𝜋𝜇 =9.1 · 10−5 м2/с,

𝐷2
𝐷1

=
(︁
𝑇2
𝑇1

)︁3/2
=

= 3.26. 9.1.5. κ = 𝑖𝜂𝑅
2𝜇 = 89 мВт/(м·К).

9.2.1. ⟨𝜈⟩ =
4𝑑2

еф
𝑃

𝑘

√︁
𝜋𝑅
𝜇𝑇 = 5.5 · 105 с−1.

9.2.2. 𝐷 = 2κ𝑉
3𝑁𝑘 ≈ 2 · 10−5 м2/с.

9.2.3. ⟨𝜆⟩ = 3𝜂
2𝑃

√︁
𝜋𝑅𝑇
2𝜇 = 9.1 · 10−6 м.

9.2.4. 𝑛 = 1√
2𝜋𝑑2

еф
𝐷
= 1.67 · 1019 м−3.

9.2.5. 𝐹 = 2
3𝜋𝑑2

еф
𝑁𝐴

√︁
𝜇𝑅𝑇
𝜋

𝑣
Δ𝑧𝑆 ≈ 77 Н.
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